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Re´sume´
Les chargements dynamiques extreˆmes sont une cause importante des dommages
des structures. Dans la nature, certaines plantes, particulie`rement les arbres, re´sistent
re´gulie`rement a` des chargements extreˆmes comme lors de tempeˆtes. Pour ces structures
vivantes, produits de l’e´volution, dissiper efficacement l’e´nergie me´canique rec¸ue lors de
tels chargements conditionne leur survie et le me´canisme de leur amortissement est donc
probablement optimise´. L’ide´e bio-inspire´e de´fendue ici est que le branchement offre aux
structures flexibles un me´canisme d’amortissement robuste et spe´cifique aux vibrations
de grande amplitude.
La dynamique en grands de´placements d’un mode`le branche´ e´le´mentaire ayant deux
degre´s de liberte´ est e´tudie´e, mettant en e´vidence un transfert non line´aire d’e´nergie entre
les modes propres. Ce transfert provient de non-line´arite´s ge´ome´triques et s’explique par
une excitation centrifuge des branches par l’oscillation du tronc ; cette excitation est effec-
tive lorsque le rapport des fre´quences des modes correspondants est approximativement
de 2. Ce me´canisme, de´nomme´ ”amortissement par le branchement”, produit une dissipa-
tion spe´cifique qui augmente avec l’amplitude des vibrations. Il apparaˆıt comme robuste
vis-a`-vis de la varie´te´ des sources possibles de dissipation de la structure, provenant, par
exemple, de l’interaction avec un fluide environnant. En utilisant la me´thode des e´le´ments
finis, l’analyse de la dynamique en grands de´placements d’un mode`le branche´ continu
constitue´ de poutres, excite´ par laˆcher ou par forc¸age, montre l’applicabilite´ du me´canisme
a` des structures plus complexes. Une expe´rience met en e´vidence ce me´canisme d’amor-
tissement par le branchement sur une structure flexible branche´e et re´gle´e en fre´quence.
Ces re´sultats ont permis de concevoir un absorbeur dynamique branche´ pour les syste`mes
en rotation, lequel offre des performances supe´rieures, dans une certaine gamme d’am-
plitudes, a` celles d’un absorbeur dynamique classique e´quivalent. Enfin, l’analyse d’un
mode`le ramifie´ sugge`re que ce me´canisme est effectivement pre´sent dans les arbres.
Mots cle´s : Amortissement, Structures flexibles, Bio-inspiration, Branchement, Dy-
namique non line´aire, Grands de´placements.

Abstract
Extreme dynamical loads are a cause of damage of man-made structures. In nature,
some plants, trees in particular, repeatedly endure extreme loads mostly caused by strong
climatic events. For such living structures, it is of vital importance to efficiently dissi-
pate mechanical energy received by such loading conditions and evolution may well have
optimized their damping mechanism. The bio-inspired idea defended here is that struc-
tural branching of flexible structures brings a robust and specific damping mechanism for
vibrations of large amplitude.
The large amplitude dynamics of an elementary branched model with two degrees
of freedom is studied, showing a non-linear energy transfer between normal modes. This
transfer originates in the geometrical nonlinearities, explained by the centrifugal forces ac-
ting on branches when the trunk oscillates. The transfer is effective when the frequency
ratio of the corresponding normal modes is approximately 2. This mechanism, coined
”damping by branching”, is specifically efficient to dampen large amplitude vibrations.
It appears as robust against the variety of possible sources of dissipation of the structure,
including the interaction with a surrounding fluid. Using the finite element method and
a flexible beam approximation, the dynamics of a continuous branched model, excited by
pull-and-released or by harmonic forcing, is analysed and demonstrates the applicability
of the mechanism to more complex structures. This damping mechanism is experimentally
displayed on a flexible branched structure of which modal frequencies have been tuned.
These results lead to the design of a branched dynamic absorber for rotating systems,
which offers better performances than those of a conventional and equivalent dynamical
absorber in a certain range of amplitudes. Finally, the analysis of a multiple-branched
model suggests that this mechanism is actually present in trees.
Keywords : Damping, Flexible structures, Bioinspiration, Branching, Nonlinear dy-
namics, Large amplitude vibrations.
“L’arbre est beaucoup plus impressionnant qu’on ne le croit ; il est
intimement meˆle´ a` notre vie, a` notre histoire, a` notre vision du monde et
meˆme, je pense, a` notre origine en tant qu’espe`ce.”
Francis Halle´, Plaidoyer pour l’arbre.
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Chapitre 1
Introduction
Les vibrations sont nuisibles dans la majorite´ des applications d’inge´nierie car elles
perturbent le fonctionnement et re´duisent la dure´e de vie des structures (Den Hartog,
2007). Les pertes de fonction, voire les dommages irre´versibles des structures, ont souvent
pour cause des chargements dynamiques inattendus, par leurs intensite´s, leurs dure´es et
leurs contenus fre´quentiels. Les structures flexibles sont particulie`rement sensibles a` ces
proble´matiques car elles posse`dent, par essence, une excitabilite´ dynamique forte. Le sujet
de cette the`se porte sur le de´veloppement d’un nouveau me´canisme protecteur, spe´cifique
aux chargements extreˆmes subis par les structures flexibles faites par l’Homme.
Dans la nature, les structures flexibles sont omnipre´sentes. Plus particulie`rement,
les arbres, qui pre´sentent de grandes surfaces d’e´change, subissent des chargements de
forte intensite´ lors des tempeˆtes. Pourtant, ils re´sistent avec peu ou pas de dommages
dans la plupart des cas. Les connaissances acquises sur leurs dynamiques indiquent une
grande adaptation a` ces chargements extreˆmes par des me´canismes spe´cifiques. Les tra-
vaux pre´sente´s dans ce manuscrit, destine´s aux structures flexibles faites par l’Homme,
s’inspirent des caracte´ristiques dynamiques particulie`res pre´sentes dans les arbres.
Apre`s une description des enjeux constituant la motivation de cette the`se dans une
premie`re section, ce point de vue bio-inspire´ est aborde´ dans une seconde section. Enfin,
la dernie`re section de cette introduction pre´sentera la proble´matique pre´cise ainsi que
l’organisation des propositions de re´ponse de cette the`se.
2 1. Introduction
1.1 Motivations
1.1.1 Vibrations de grande amplitude des structures flexibles
Sous un chargement dynamique extreˆme, les vibrations de grande amplitude sont l’un
des premiers symptoˆmes du mauvais dimensionnement d’une structure. Ces mouvements,
dont l’amplitude est de l’ordre ou exce`de la taille caracte´ristique de la structure, sont
particulie`rement attendus dans les structures flexibles, sche´matise´s a` la figure 1.1.
ε
λ
D
Figure 1.1 – Repre´sentation sche´matique d’une structure flexible de type poutre en
grand de´placement, λ > D, en comportement purement e´lastique du mate´riau.
La flexibilite´ d’une structure peut provenir, dans certains cas, des proprie´te´s du
mate´riau lui-meˆme, mais est plus ge´ne´ralement la conse´quence de sa ge´ome´trie. Les struc-
tures e´lance´es comme certaines antennes en sont un exemple. Pour simplifier, nous nous
placerons dans tout ce manuscrit dans le cadre de l’e´lasticite´ line´aire en ne conside´rant
que des petites de´formations locales du mate´riau, ε ≪ 1, sche´matise´es a` la figure 1.1.
Cette the`se se concentrera sur des mode´lisations de type poutre, dont l’e´lancement est
suffisant pour permettre ce type de comportement.
Nous ne nous inte´ressons pas aux origines physiques des chargements qui provoquent
des vibrations de grande amplitude mais uniquement a` leurs intensite´s. En effet, les so-
lutions pre´ventives requie`rent une connaissance pre´cise des me´canismes en jeu. C’est le
Motivations 3
cas, par exemple, lors de la modification de la ge´ome´trie d’une structure afin de limiter
un chargement provenant d’un e´coulement fluide. Cependant, les me´canismes d’excita-
tions des structures flexibles ne sont pas tous compris, notamment pour les proble`mes
d’interaction fluide-structure ou` les mouvements de la structure influencent le charge-
ment (Pa¨ıdoussis, Price & de Langre, 2011). Il est alors ne´cessaire de palier ce manque
de connaissance sur les chargements par des me´canismes protecteurs et non spe´cifiques
aux types de chargement, mais spe´cifiques a` leurs conse´quences ne´fastes : les vibrations
de grande amplitude.
1.1.2 L’amortissement passif
Les vibrations d’une structure de´pendent du chargement d’une part (son spectre
fre´quentiel, son amplitude, etc.) et des caracte´ristiques de la structure d’autre part, en
termes d’inertie, de raideur et d’amortissement (Humar, 2002). L’amortissement d’une
structure est sa capacite´ a` dissiper son e´nergie me´canique, quel que soit le moyen phy-
sique implique´. Un niveau d’amortissement suffisant assure une dissipation efficace de
l’e´nergie me´canique apporte´e par le chargement externe et minimise ainsi les amplitudes
de vibration et les dommages re´sultants. Notons que pour des cas particuliers, l’intro-
duction d’amortissement peut cependant rendre le syste`me instable (Semler et al., 1998).
L’amortissement est donc d’une importance primordiale dans le dimensionnement d’une
structure flexible. Nous distinguons deux fac¸ons d’amortir : par des moyens actifs ou semi-
actifs et par des moyens passifs. Les premiers se distinguent par la pre´sence de capteurs
et d’actionneurs et ne´cessitent donc la pre´sence d’un dispositif de controˆle (Preumont,
2002). Bien que performants, ces syste`mes sont couˆteux et souvent difficiles a` mettre en
place sur des structures de grandes e´chelles. On s’inte´resse ici aux moyens passifs, ne
ne´cessitant pas ces dispositifs secondaires.
Sur une structure, la mise en place de dissipations par friction ou par cisaillement d’un
fluide visqueux, sont des exemples e´le´mentaires d’amortisseurs passifs. D’autres syste`mes
plus e´labore´s d’amortissement passif existent, notamment le concept de ’Tuned-Mass-
Damper’ (Den Hartog, 2007, p. 119), en abre´ge´ TMD ou ADA pour ’Absorbeur dyna-
mique accorde´’ dans la version francophone. Son fonctionnement est introduit ici car il
servira de re´fe´rence au chapitre 5 de ce manuscrit. Le TMD consiste en l’ajout, sur une
structure, d’un oscillateur simple a` un degre´ de liberte´ (de translation ou de rotation)
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de fre´quence, de masse et d’amortissement re´gle´s dans le but d’entrer en re´sonance pour
absorber et dissiper l’e´nergie provenant des vibrations de la structure. Ce concept, invente´
par Frahm en 1911, peut se de´cliner en de multiples formes. Un exemple d’application
pour amortir les vibrations d’une chemine´e industrielle par Areemit & Warnitchai (2001)
est pre´sente´ a` la figure 1.2.
(a) (b)
Figure 1.2 – Exemple d’application du TMD a` l’amortissement passif d’une chemine´e
industrielle par Areemit & Warnitchai (2001). (a) Le TMD installe´ en haut de la chemine´e
industrielle. (b) Re´ponse libre de la chemine´e avec le TMD compare´e a` la re´ponse avec
le TMD bloque´.
Le dimensionnement d’un TMD est un processus bien connu (Den Hartog, 2007) qui se
base sur une unique courbe ge´ne´rique : la re´ponse fre´quentielle de la structure principale
force´e, pre´sente´e a` la figure 1.3. Les de´tails de cette optimisation seront pre´sente´s au
chapitre 5.
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Figure 1.3 – Re´ponse fre´quentielle d’une structure dote´e d’un TMD d’un rapport de
masse de 1% et dont les re´glages sont optimaux (——), compare´e a` celle de la structure
sans TMD (– – –). Ces courbes donnent l’amplitude de la structure principale pour une
re´ponse force´e en re´gime e´tabli, normalise´e par l’amplitude de la re´ponse statique, en
fonction de la fre´quence forc¸age normalise´e par la fre´quence de re´sonance de la structure
principale.
Nous observons sur la figure 1.3 le gain apporte´ par le TMD en termes d’amortis-
sement de la structure principale avec un rapport de masse de seulement 1%. Une ca-
racte´ristique du TMD, qui constitue sa limitation principale, est qu’en tant que syste`me
line´aire, ses performances d’amortissement sont inde´pendantes du niveau de vibration,
donc non spe´cifiques aux chargements extreˆmes (Den Hartog, 2007). Le de´veloppement
de me´canismes dissipatifs, passifs, qui procureraient, par exemple, un amortissement aug-
mentant avec l’amplitude des vibrations, permettrait une meilleure protection des struc-
tures subissant ce type de chargement.
1.2 L’arbre, source d’inspiration
Pour beaucoup de proble`mes d’inge´nierie, la nature peut eˆtre une source d’inspiration
innovante, (Speck et al., 2008; Gruber, 2011; Jeronimidis & Atkins, 1995). Les arbres sont
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la source de nombreuses applications bio-inspire´es comme par exemple sur la cre´ation de
mate´riaux autore´parants (Speck et al., 2006), ou encore sur l’optimisation de raccords
me´caniques (figure 1.4).
Figure 1.4 – Comportement a` la rupture en flexion d’un raccord composite conventionnel
(a` gauche) compare´ a` un raccord renforce´ bio-inspire´ du branchement dans les arbres (a`
droite), par Burns et al. (2011). La fissuration du raccord bio-inspire´ de droite est mieux
re´partie, lui apportant une plus grande re´sistance.
Curieusement, encore peu de travaux bio-inspire´s portent sur la notion d’amortis-
sement. On citera par exemple, les travaux de Yoon & Park (2011) qui ont re´cemment
de´veloppe´ un dispositif d’amortissement des microcomposants e´lectroniques subissant
des chocs, inspire´ du pic-vert. En tant que produit de l’e´volution, les arbres, qui su-
bissent re´gulie`rement des chargements ae´rodynamiques, sont susceptibles de posse´der des
me´canismes de de´fense spe´cifiques.
Devant les diffe´rentes e´chelles temporelles des chargements subis par les arbres, plu-
sieurs me´canismes adaptatifs ont re´cemment e´te´ de´couverts. Sur des temps longs, la
thigmomorphogene`se permet aux arbres, et aux plantes en ge´ne´ral, d’adapter leur crois-
sance pour mieux re´sister aux chargements habituels de leur environnement (Telewski,
2006; Moulia et al., 2006). Par exemple, un arbre dans un environnement venteux fera
croitre son tronc et ses branches plus en diame`tre qu’en longueur (Watt et al., 2005). Sur
des temps courts et d’un point de vue statique, les travaux de Gosselin et al. (2010)
ont montre´ que la flexibilite´ des plantes, en comparaison au cas rigide, permet une
re´duction de la force de traˆıne´e ae´rodynamique (Vogel, 1984). Ce me´canisme de recon-
figuration augmente ainsi la re´sistance des plantes, notamment des arbres, aux charge-
ments ae´rodynamiques (de Langre, 2012). De plus, en prenant en compte les contraintes
me´caniques et la limite de rupture du bois, Lopez et al. (2011) ont montre´ que les ruptures
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successives des branches d’un arbre, sous des e´coulements intenses, surviennent avant la
rupture du tronc, constituant un second me´canisme protecteur et spe´cifique aux charge-
ments ae´rodynamiques extreˆmes subis par l’arbre. Ces me´canismes statiques montrent la
grande adaptation des arbres pour augmenter leur re´sistance aux contraintes externes.
Il serait e´tonnant qu’il n’en soit pas de meˆme concernant leur dynamique puisque les
vibrations sont la premie`re conse´quence visible d’un chargement ae´rodynamique.
En dehors des vibrations contribuant a` certaines fonctions biologiques comme la
disse´mination du pollen, des chargements ae´rodynamiques de forte intensite´ sont suscep-
tibles de provoquer des vibrations de grande amplitude, potentiellement dangereuses pour
l’arbre (Niklas, 1992). Des chargements provenant de fortes tempeˆtes ou d’ouragans se
conc¸oivent facilement, mais d’autres types de chargements dynamiques extreˆmes peuvent
survenir durant la vie d’un arbre comme les avalanches de neige ou les chutes de pierres.
Pour donner une ide´e de la re´sistance dynamique des arbres, la figure 1.5 montre une
foreˆt de pins subissant le souﬄe d’une explosion atomique (Sauer et al., 1954). Dissiper
rapidement l’e´nergie me´canique rec¸ue durant ces chargements extreˆmes est une question
de survie pour l’arbre ; son amortissement doit donc eˆtre optimise´.
Figure 1.5 – Foreˆt re´sistant a` l’onde de choc d’une explosion nucle´aire lors du test de
Upshot-Knothole Grable en 1953. Image tire´e du film de´classifie´ par le De´partement de
l’energie des E´tats-Unis (http ://archive.org/details/gov.doe.0800015).
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1.2.1 Une dynamique particulie`re
Le comportement dynamique des arbres a e´te´ abondamment e´tudie´, principalement
pour des proble´matiques biologiques. En 1984, Scannell eu l’intuition dans sa the`se que les
arbres devaient posse´der un “principe de design qualitatif [...] be´ne´fique a` leur survie dans
des conditions de fortes turbulences atmosphe´riques”. Par la suite, Niklas (1992, p. 183)
nota dans son livre sur la biome´canique des plantes que les “expe´riences indiquent que
le branchement [...] amortit les fre´quences propres de vibration”. Enfin, plus re´cemment,
par des simulations nume´riques de l’architecture d’un pin maritime, Sellier et al. (2006)
montre`rent que “l’amortissement du mouvement du tronc est re´duit de moitie´ lorsque
les oscillations des branches ne sont pas conside´re´es”, pour conclure que “l’efficacite´ des
me´canismes dissipatifs de´pend directement de la topologie des branches”.
Avant tout, il est ne´cessaire d’e´claircir ce qui est ge´ne´ralement admis comme source
d’amortissement dans les arbres. Premie`rement, le bois est connu pour ces proprie´te´s
viscoe´lastiques, ce qui a e´te´ la source de mate´riaux bio-inspire´s (Spatz et al., 2004).
Deuxie`mement, les interactions entre l’arbre et l’air provoquent des forces dans la di-
rection oppose´e a` la vitesse locale dans l’arbre, apportant une dissipation fortement
de´pendante de l’amplitude de mouvement de l’arbre. Finalement, en conside´rant le mou-
vement global de l’arbre par la flexion du tronc, un autre me´canisme est souvent de´crit
dans la litte´rature comme “amortissement structurel”, (Bru¨chert et al., 2003; Speck & Spatz,
2004; Spatz et al., 2004; Bru¨chert & Gardiner, 2006; Moore & Maguire, 2007; Jonsson et al.,
2007; Castro-Garc´ıa et al., 2008; Schindler et al., 2010; Speck & Burgert, 2011). Ce troisie`me
me´canisme est interpre´te´ comme le possible transfert d’e´nergie me´canique du tronc vers
les branches, ou` elle sera ensuite dissipe´e par les deux me´canismes viscoe´lastiques et
ae´roe´lastiques susdits. Un premier mode`le de ces transferts d’e´nergie, pre´sente´ a` la fi-
gure 1.6, a e´te´ propose´ par James et al. (2006) qui a mode´lise´ la structure des branches
de l’arbre comme une multitude d’oscillateurs couple´s de type TMD. Simultane´ment,
Spatz et al. (2007) ont montre´ expe´rimentalement la validite´ du concept de TMD mul-
tiple en mesurant des fre´quences des branches proches de celle du tronc sur des pins de
Douglas. Toutefois, comme mentionne´ pre´ce´demment, par de´finition du TMD (figure 1.3),
ce me´canisme de transfert d’e´nergie entre les sous-parties de l’arbre n’est pas spe´cifique
aux chargements extreˆmes.
Plus re´cemment, en analysant la dynamique modale des structures d’un noyer et d’un
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Figure 1.6 – Mode`le line´aire de la dynamique d’un arbre selon James et al. (2006), valide´
expe´rimentalement par Spatz et al. (2007) sur des pins de Douglas.
pin graˆce a` une mode´lisation par e´le´ments finis, Rodriguez et al. (2008) ont montre´ que
les fre´quences propres de l’arbre sont proches les unes des autres et plus particulie`rement
que les de´forme´es modales sont fortement localise´es dans l’architecture (figure 1.7).
Figure 1.7 – Fre´quences et localisations modales d’un noyer et d’un jeune pin par
Rodriguez et al. (2008).
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Bien que les ge´ome´tries et les architectures semblent particulie`res et diffe´rentes d’un
arbre a` l’autre, Rodriguez et al. (2008) ont explique´ et ge´ne´ralise´ ces caracte´ristiques
en s’appuyant sur l’analyse d’e´chelle d’une architecture ide´alement branche´e. Dans sa
the`se, Rodriguez (2009) ajoute que ces organisations spatiales et fre´quentielles des modes
propres de l’arbre permettent une re´partition dans le branchage de la re´ponse a` l’excita-
tion par le vent.
Il semble donc que le branchement joue un roˆle fondamental dans ces me´canismes
protecteurs de l’arbre. Les travaux pre´ce´dents ne se sont consacre´s qu’a` des phe´nome`nes
line´aires et donc non spe´cifiques a` l’amortissement des vibrations de grandes amplitude.
D’un point de vue me´canique, ces caracte´ristiques de densite´ et de localisation modale,
lie´es a` l’architecture de l’arbre, sont classiquement favorables a` des transferts non line´aires
d’e´nergie entre les modes propres. Ces transferts pourraient-ils constituer un me´canisme
dissipatif spe´cifique aux chargements extreˆmes ?
1.2.2 Les non-line´arite´s ge´ome´triques, sources d’amortissement ?
Une forte densite´ modale et une localisation spatiale des modes propres sont des
ingre´dients favorables a` l’apparition de transferts d’e´nergie entre modes propres. Ils res-
tent toutefois insuffisants. Ces transferts d’e´nergie e´tant non line´aires par de´finition, il
manque un ingre´dient : une source de non-line´arite´. Or, puisque les arbres sont flexibles et
subissent de grandes amplitudes de mouvement, les non-line´arite´s ge´ome´triques sont des
candidats susceptibles de jouer ce roˆle lors de chargements extreˆmes. Seules quelques rares
e´tudes sur la biome´canique des arbres ont pris en compte ces non-line´arite´s ge´ome´triques.
Sellier et al. (2006) ont notamment inclus ce comportement non line´aire dans leurs simu-
lations par e´le´ments finis, mais sans e´tude syste´matique de l’influence de l’amplitude
du mouvement. Miller (2005) a e´tudie´ l’influence des non-line´arite´s ge´ome´triques sur un
mode`le simple mais ne comportant qu’un seul mode propre. Une e´tude syste´matique de
l’influence de l’amplitude du mouvement sur une structure branche´e multimodale est donc
ne´cessaire pour rendre compte d’e´ventuels transferts d’e´nergie entre les modes propres.
Par une architecture ramifie´e apportant une forte densite´ modale avec une localisa-
tion spatiale des modes propres dans les branches, et par la pre´sence de non-line´arite´s
ge´ome´triques, l’e´nergie me´canique pourrait eˆtre plus efficacement dissipe´e, puisque mieux
re´partie dans l’arbre. Cette hypothe`se serait alors cohe´rente avec un me´canisme d’amor-
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tissement passif spe´cifique aux chargements extreˆmes, protecteur de la partie vitale de
l’arbre : le tronc. S’inspirer d’un tel me´canisme est donc envisageable puisque ce concept
ge´ne´ral d’amortissement passif par transferts non line´aires d’e´nergie entre modes propres a
de´ja` de´montre´ son efficacite´ dans diverses applications d’inge´nierie (Vakakis & Gendelman,
2009).
1.3 Proble´matique de la the`se
Dans le but de de´velopper un nouveau me´canisme d’amortissement passif destine´ aux
structures flexibles subissant des chargements extreˆmes, cette the`se propose de s’inspirer
des caracte´ristiques dynamiques particulie`res des arbres. Ces caracte´ristiques dynamiques
e´tant intimement lie´es a` l’architecture ramifie´e des arbres, ce manuscrit de´fend l’ide´e que
le branchement offre aux structures flexibles un me´canisme d’amortissement robuste et
spe´cifique aux vibrations de grande amplitude.
Le second chapitre de cette the`se aborde la question fondamentale :
Pouvons-nous mode´liser simplement le be´ne´fice en termes d’amortissement
apporte´ par le branchement ?
Pour re´pondre a` cette question, la dynamique en grands de´placements d’un mode`le
branche´ e´le´mentaire a` constantes localise´es est e´tudie´e. Ce mode`le e´le´mentaire a` deux
degre´s de liberte´ permet d’e´tudier et caracte´riser l’origine physique des me´canismes non
line´aires de transfert d’e´nergie entre les modes propres. Dans un second temps, il permet
de de´finir et quantifier le me´canisme d’amortissement apporte´ par le branchement avec
une caracte´ristique principale : sa spe´cificite´ a` l’amortissement des vibrations de grande
amplitude.
Par de´finition, le mode`le du chapitre 2 est e´le´mentaire et rien ne prouve la pre´sence
du me´canisme d’amortissement par le branchement dans des structures plus complexes.
Les chapitres 3 et 4 tentent donc de re´pondre graduellement a` la question suivante :
Le me´canisme d’amortissement par le branchement est-il toujours pre´sent
dans des structures branche´es plus complexes ?
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Pour donner une premie`re re´ponse a` cette question, le chapitre 3 se consacre a` la robus-
tesse du me´canisme d’amortissement identifie´ au chapitre 2, en complexifiant la source de
dissipation. En effet, l’amortissement effectif ne´cessite la pre´sence d’un terme dissipatif
qui avait e´te´ choisi line´aire et localise´ sur les branches dans l’e´tude du chapitre pre´ce´dent.
Les effets d’autres types de dissipation sur le me´canisme d’amortissement par le bran-
chement sont donc e´tudie´s, notamment une dissipation de type traˆıne´e ae´rodynamique
re´partie sur le tronc et les branches.
Le chapitre 4 porte sur la ge´ne´ralisation a` des structures continues et a` la robustesse
du me´canisme devant d’autres types d’excitation. Le me´canisme d’amortissement par le
branchement est caracte´rise´ et quantifie´ sur un mode`le branche´ compose´ d’e´le´ments de
type poutre, par deux me´thodes d’excitation. La premie`re me´thode est une proce´dure
de type laˆcher, analogue a` celle utilise´e pre´ce´demment. Les re´sultats obtenus par cette
me´thode sont compare´s avec ceux obtenus par une excitation par forc¸age a` la base du
tronc. Enfin, une expe´rience illustrative du me´canisme d’amortissement par le branche-
ment sera pre´sente´e sur une structure branche´e.
Les trois chapitres pre´ce´dents ont porte´ sur l’identification, la caracte´risation et la
quantification du me´canisme d’amortissement par le branchement. Le chapitre 5 porte sur
son applicabilite´ avec un objectif double. Premie`rement, dans une perspective d’inge´nierie,
en se posant la question suivante :
Pouvons-nous l’appliquer a` l’amortissement curatif de structures ?
Pour y re´pondre, un mode`le d’amortisseur curatif branche´ de rotation sera de´veloppe´, ins-
pire´ du principe du Tuned-Mass-Damper. Les performances de cet amortisseur branche´
curatif, nomme´ TMBD pour Tuned-Mass-Branched-Damper, seront compare´es aux per-
formances maximales d’un TMD e´quivalent.
Puisque ce me´canisme d’amortissement par le branchement a e´te´ inspire´ des arbres,
ce chapitre a pour second objectif, cette fois du point de vue biologique, de re´pondre a`
la question suivante :
Les arbres posse`dent-ils un tel me´canisme d’amortissement et en quoi la
ramification l’influence-t-elle ?
Dans ce but, les caracte´ristiques principales du me´canisme d’amortissement par le bran-
chement, identifie´es dans les chapitres pre´ce´dents, seront confronte´es aux mesures faites
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sur les arbres, extraites et adapte´es de la litte´rature. Par la suite, le de´veloppement
d’un mode`le ramifie´ discret, base´ sur le mode`le du chapitre 2, permettra d’e´tudier l’in-
fluence de la ramification sur ce me´canisme d’amortissement par le branchement. Enfin,
les me´canismes d’amortissement par le branchement de deux mode`les continus ramifie´s
seront quantifie´s, base´ sur le mode`le du chapitre 4.
Un dernier chapitre propose de revenir sur tous les e´le´ments de re´ponse a` ces questions
qui de´fendent l’ide´e que le branchement est be´ne´fique a` l’amortissement des vibrations
de grande amplitude des structures flexibles. Enfin, quelques perspectives offertes par ce
me´canisme d’amortissement par le branchement seront pre´sente´es.

Chapitre 2
Mode`le branche´ discret
Le but de ce chapitre est de de´montrer et caracte´riser le be´ne´fice en termes d’amor-
tissement qu’offre le branchement sur un mode`le branche´ a` deux degre´s de liberte´. Dans
un premier temps, la description du mode`le par ses e´quations du mouvement permet
la compre´hension des principes physiques a` l’origine d’un couplage non line´aire entre les
modes propres. Ceci permet d’introduire, dans un second temps, le concept et la de´finition
d’amortissement par le branchement : l’amortissement global de la structure provenant
de transferts non line´aires d’e´nergie vers les branches. Enfin, une e´tude parame´trique
est mene´e afin de caracte´riser pre´cise´ment ce me´canisme. Les re´sultats et les me´thodes
de´veloppe´es ici serviront de base pour les e´tudes, les de´veloppements et les applications
de ce me´canisme dans les chapitres suivants.
La majorite´ des re´sultats pre´sente´s ici a e´te´ publie´e dans le journal ’Bioinspiration &
Biomime´tics - IOP ’. Cette publication est jointe en annexe D.
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2.1 De´finition du mode`le
2.1.1 Ge´ome´trie et cine´matique
Le mode`le est de´fini par trois barres rigides, articule´es entre elles en rotation et sup-
portant trois masses localise´es (figure 2.1).
φb φbm2 m2
m1
k2 k2
k1
ℓ2 ℓ2
ℓ1
(a)
φ
φ
θ
(b)
Figure 2.1 – Le mode`le branche´ e´le´mentaire. (a) Ge´ome´trie au repos. (b) Cine´matique
parame´tre´e par l’angle du tronc θ et l’angle des branches φ.
Par analogie biologique, la premie`re barre articule´e en rotation au sol d’une longueur
ℓ1 et supportant la masse m1 est de´nomme´e ’tronc’. Les deux barres articule´es en haut
du tronc, syme´triques par rapport a` l’axe du tronc, ayant une longueur ℓ2 et supportant
chacune une masse m2 sont de´nomme´es ’branches’. De plus, chaque branche forme un
angle de branchement au repos φb par rapport a` l’axe du tronc. Enfin, un ressort de
rotation de raideur de rotation k1 relie le tronc au sol et chaque branche est relie´e au
tronc par une raideur de rotation k2.
Afin de simplifier la cine´matique du mode`le, le mouvement se fait dans le plan et
un mouvement syme´trique par rapport a` l’axe du tronc est impose´ aux branches (figure
2.1b). La cine´matique du mode`le est alors de´crite par deux variables temporelles, θ(t)
pour l’angle de rotation du tronc et φ(t) pour le mouvement relatif des branches par
rapport au tronc.
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2.1.2 E´quations du mouvement
L’obtention des e´quations du mouvement sur les deux degre´s de liberte´s θ et φ du
mode`le se fait en utilisant les e´quations de Lagrange. Il suffit d’exprimer les e´nergies
cine´tiques et potentielles du mode`le. L’e´nergie cine´tique s’exprime comme la somme des
e´nergies cine´tiques des trois masses :
Ec =
1
2
((
m1ℓ1
2 + 2m2(ℓ1
2 + 2ℓ1ℓ2 cos(φb+φ) + ℓ2
2)
)
θ˙2 + 2m2ℓ2
2φ˙2
)
. (2.1)
De meˆme, l’e´nergie potentielle est la somme des e´nergies potentielles des trois ressorts de
rotation, soit
Ep =
1
2
(
k1 θ
2 + 2k2 φ
2
)
. (2.2)
Par conse´quent, le syste`me des e´quations d’e´volution s’e´crit
Jθ θ¨ + k1 θ = 4m2ℓ1ℓ2
[
θ˙ φ˙ sin(φb+φ)− θ¨
(
cos(φb+φ)− cosφb
)]
,
2m2ℓ2
2 φ¨+ 2k2 φ = −2m2ℓ1ℓ2 θ˙2 sin(φb+φ) ,
(2.3)
ou` ˙(−) de´signe la de´rive´e par rapport au temps et
Jθ = m1ℓ1
2 + 2m2
(
ℓ1
2 + 2ℓ1ℓ2 cosφb + ℓ2
2
)
. (2.4)
Le syste`me d’e´quations (2.3) a e´te´ e´crit de telle sorte que les termes line´aires soient
a` gauche et les termes non line´aires a` droite. Nous conserverons cette convention dans
toute cette the`se. En notant le vecteur de de´placement ge´ne´ralise´ [θ,φ], les deux modes
propres du syste`me line´aire sont directement [1,0] et [0,1] puisqu’il n’y a pas de couplage
line´aire entre θ et φ. Le premier mode propre, ne faisant intervenir que le mouvement du
tronc en θ, sera de´nomme´ mode de tronc. De meˆme, le second mode propre, ne faisant
intervenir que le mouvement des branches en φ, sera de´nomme´ mode des branches. Les
pulsations propres de ces deux modes propres sont respectivement
ω1
2 =
k1
Jθ
et ω2
2 =
2k2
2m2ℓ2
2
. (2.5)
Dans le but de faciliter l’e´tude dynamique de ce syste`me, une re´duction du nombre de
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parame`tres est effectue´e par une analyse dimensionnelle. Les sept parame`tres physiques
initiaux peuvent eˆtre re´duits a` seulement trois parame`tres adimensionne´s. Bien que leur
choix soit arbitraire, il est pre´fe´rable de choisir des variables ayant un sens physique.
Premie`rement, nous faisons apparaitre le rapport de la fre´quence propre du mode des
branches sur celle du mode de tronc, note´ Ω. Deuxie`mement, le rapport de l’inertie de
rotation du mode des branches sur celle du mode de tronc, le tout multiplie´ par le rapport
des longueurs ℓ1/ℓ2, note´ Γ. Enfin, l’angle de branchement φb est conserve´ tel quel. Ces
trois parame`tres adimensionne´s s’expriment par
Ω =
ω2
ω1
, Γ =
2m2ℓ2
2
Jθ
ℓ1
ℓ2
=
2m2ℓ1ℓ2
Jθ
et φb . (2.6)
Les nouvelles variables adimensionnelles sont : le temps adimensionne´, note´ τ , de´fini
a` partir de la pe´riode du mode de tronc ; la variable adimensionnelle du mode de tronc
note´e Θ(τ) ; et la variable adimensionnelle du mode des branches note´e Φ(τ). Ces variables
adimensionnelles s’expriment respectivement par
τ = ω1t , Θ(τ) = θ(t)
√
ℓ1/ℓ2 et Φ(τ) = φ(t) . (2.7)
Avec ces changements de variable, le syste`me (2.3) devient
Θ¨ + Θ = 2Γ
[
Θ˙ Φ˙ sin(φb+Φ)− Θ¨
(
cos(φb+Φ)− cosφb
)]
,
Φ¨ + Ω2Φ = −Θ˙2 sin(φb+Φ) .
(2.8)
Ce syste`me e´tant non line´aire, sa dynamique de´pend du niveau d’amplitude du mouve-
ment, traduit par niveau d’e´nergie. Cette quantite´ d’e´nergie sera le parame`tre principal de
tout ce manuscrit. Elle est la somme de l’e´nergie cine´tique, e´quation (2.1), et de l’e´nergie
potentielle, e´quation (2.2), et s’exprime de manie`re adimensionne´e par
E(τ) =
1
2
[
Θ2 + Θ˙2 + Γ
(
Ω2Φ2 + Φ˙2
)
+ 2Γ
(
cos(φb+Φ)− cosφb
)
Θ˙2
]
. (2.9)
L’inte´reˆt de ce mode`le branche´ re´side dans la pre´sence de couplages non line´aires,
et donc d’un transfert d’e´nergie, entre le mode de tronc et le mode des branches. Ce
chapitre propose d’interpre´ter physiquement cet e´change d’e´nergie, puis d’e´valuer ses
caracte´ristiques et ses de´pendances aux parame`tres ge´ome´triques et au niveau d’e´nergie.
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2.2 Me´canisme de couplage
2.2.1 Interpre´tation physique
La mise en e´quation des couplages entre le mode de tronc et le mode des branches,
syste`me d’e´quations (2.8), montre la pre´sence de trois termes non line´aires et permet de
comprendre l’origine physique des ces e´changes d’e´nergies.
En premier lieu, nous remarquons que l’e´quation de´crivant le mouvement du tronc
posse`de un terme d’inertie de rotation, en facteur de Θ¨, qui de´pend non-line´airement de
l’angle Φ des branches. Ceci s’explique par le fait que lorsque les branches sont oriente´es
vers le haut, dans l’axe du tronc, l’inertie de rotation apparente du mouvement du tronc
augmente puisque le centre de rotation est a` la base du tronc. A` l’oppose´, si les branches
sont oriente´es vers le bas, l’inertie apparente de rotation diminue. Ainsi, la fre´quence
d’oscillation apparente du tronc de´pendra du mouvement des branches.
La partie du couplage qui nous inte´resse plus particulie`rement se situe dans les deux
autres termes non line´aires. Le terme non line´aire de l’e´quation de´crivant le mouvement
des branches repre´sente la force gyroscopique s’exerc¸ant sur les branches qui est propor-
tionnelle a` la vitesse de rotation du tronc au carre´ (Θ˙2). Dans l’e´quation du mouvement
du tronc, l’autre terme permet un retour d’e´nergie des branches vers le tronc puisque le
syste`me d’e´quations (2.8) est conservatif. Ainsi, ces couplages non line´aires ont des ori-
gines physiques simples qui permettent aux deux modes propres d’e´changer de l’e´nergie.
2.2.2 Modes propres non line´aires
En dynamique des structures, la notion de mode propre non line´aire de Rosenberg
(1962), e´tendu notamment par Shaw & Pierre (1993), est un outil de plus en plus uti-
lise´. Cet outil est particulie`rement utile pour les structures pre´sentant des non-line´arite´s
ge´ome´triques (Touze´ et al., 2004). Nous allons l’utiliser ici dans le but d’appre´hender
qualitativement les couplages entre le mode de tronc et le mode des branches a` mesure
que l’e´nergie, et donc l’amplitude du mouvement, augmente. Toutefois, nous nous conten-
terons d’une utilisation ponctuelle dans ce manuscrit pour des raisons explicite´es par la
suite.
Les modes propres non line´aires du syste`me (2.8) sont obtenus graˆce a` la me´thode
nume´rique formalise´e par Peeters et al. (2009). Cette me´thode se base sur la de´finition
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d’un mode non line´aire comme une solution pe´riodique des e´quations du mouvement.
Comme mentionne´ pre´ce´demment, par les termes non line´aires, le niveau d’e´nergie in-
fluence la dynamique du syste`me et donc la forme de ces solutions pe´riodiques. Ainsi, il
s’agit de trouver les solutions pe´riodiques du syste`me (2.8) pour un niveau d’e´nergie to-
tale E donne´, e´quation (2.9). A` tre`s bas niveau d’e´nergie, lorsque les termes non line´aires
sont ne´gligeables, les solutions pe´riodiques sont simplement les modes propres line´aires.
La recherche des modes propres non line´aires peut donc s’effectuer par continuation a`
partir des modes propres line´aires pour des niveaux d’e´nergie croissants. Cette conti-
nuation s’effectue avec un algorithme de tir et correction (Peeters et al., 2009). Pour ce
faire, a` chaque tir, le syste`me d’e´quations (2.8) est re´solu nume´riquement avec la fonc-
tion d’inte´gration temporelle “Ode45” du logiciel Matlab. Cette fonction imple´mente un
sche´ma temporel de type Runge-kutta d’ordre 4 (Dormand & Prince, 1980). La figure 2.2
montre l’e´volution des fre´quences propres des modes non line´aires en fonction de l’e´nergie,
accompagne´e des de´forme´s modales pour trois niveaux croissants d’e´nergie.
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Figure 2.2 – Modes propres non line´aires du mode`le branche´ a` deux degre´s de liberte´
obtenus par la me´thode de Peeters et al. (2009). Les valeurs des parame`tres adimension-
nels sont φb = π/2, Ω = 2 et Γ = 0,2. (a) E´volution des pulsations propres des modes
non line´aires en fonction de l’e´nergie. (b) Trois de´forme´es modales typiques du mode non
line´aire de tronc pour E = 0.01 (A), E = 0.1 (B) et E = 1 (C).
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Le choix des valeurs des parame`tres adimensionnels, Ω = 2, Γ = 0,2 et φb = π/2 pour
cette figure 2.2 sera justifie´ par l’analyse donne´e en section 2.4.
Premie`rement, nous remarquons sur la figure 2.2a que la pulsation du mode non
line´aire des branches ω2 ne change pas avec le niveau d’e´nergie. Ceci s’explique en ob-
servant que dans les e´quations (2.8), une condition initiale sur les branches uniquement
(Φ(0) 6= 0 et Θ(0) = 0) implique que les termes non line´aires sont nuls, quelle que soit
l’amplitude de mouvement des branches. Ainsi, le mode des branches reste un mode
line´aire dans le sens ou` ni sa fre´quence, ni sa de´forme´e modale, ne sont affecte´es par le
niveau d’e´nergie.
Deuxie`mement, nous observons que la pulsation du mode non line´aire de tronc, ini-
tialement ω1 pour le mode line´aire, change tre`s le´ge`rement avec le niveau d’e´nergie. C’est
sa de´forme´e modale qui est fortement affecte´e, comme le montre la figure 2.2b avec les
de´forme´es modales pour trois niveaux d’e´nergies croissantes. Alors que le mode line´aire
de tronc ne fait pas intervenir le mouvement des branches, le mode non line´aire de tronc
posse`dent des oscillations d’amplitude comparable sur les branches, en Φ, et sur le tronc,
en Θ. Ces oscillations des branches se font autour d’une valeur moyenne proche de 0,
comme nous pouvons le voir a` la figure 2.2b (C). Ceci explique le fait que la pulsation du
mode non line´aire de tronc change peu avec l’e´nergie car l’inertie apparente du tronc est
presque autant augmente´e que diminue´e durant une pe´riode.
Les deux modes non line´aires font intervenir le mouvement des branches. Une ca-
racte´ristique des modes non line´aires est qu’ils repre´sentent des attracteurs pour une
dynamique amortie (Vakakis & Gendelman, 2009). Par conse´quent, dans le cas de vibra-
tions libres et amorties du syste`me (2.8), a` partir de conditions initiales quelconques, la
dynamique sera attire´e vers des mouvements de grande amplitude des branches. Ainsi,
une e´nergie initialement apporte´e au tronc sera repartie non-line´airement sur les branches.
Bien qu’il soit possible de continuer l’analyse de ce mode`le branche´ a` deux degre´s de
liberte´ a` l’aide des modes propres non line´aires, les recherches actuelles sont encore peu
nombreuses pour des syste`mes plus complexes ou`, par exemple, les non-line´arite´s ne sont
pas localise´es et les dissipations sont e´leve´es (Vakakis & Gendelman, 2009). Pour cette
raison et puisque les outils d’analyse dynamique plus classiques sont suffisants pour les
besoins de cette the`se, les modes propres non line´aires ne seront plus utilise´s.
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2.3 Caracte´risation de l’amortissement
D’un point de vue e´nerge´tique, puisque le syste`me d’e´quations (2.8) est conservatif,
le mode de tronc perd de l’e´nergie lorsque le mode des branches en gagne. Cette perte
apparente d’e´nergie du mode de tronc n’est cependant que temporaire car le transfert
d’e´nergie peut eˆtre re´versible. Afin de dissiper cette e´nergie rec¸ue par le mode de tronc
et rendre ce transfert non line´aire d’e´nergie en partie irre´versible, nous introduisons un
amortissement sur le mode des branches. Le syste`me d’e´quations (2.8) devient
Θ¨ + Θ = 2Γ
[
Θ˙ Φ˙ sin(φb+Φ)− Θ¨
(
cos(φb+Φ)− cosφb
)]
,
Φ¨ + 2Ωξb Φ˙ + Ω
2Φ = −Θ˙2 sin(φb+Φ),
(2.10)
ou` ξb est le taux d’amortissement du mode des branches et repre´sente un nouveau pa-
rame`tre du mode`le. Par conse´quent, l’e´nergie rec¸ue non-line´airement par le mode des
branches est susceptible d’eˆtre dissipe´e, re´sultant en une de´croissance globale de l’e´nergie
du syste`me. C’est ce me´canisme d’amortissement non line´aire que nous allons e´tudier.
2.3.1 Excitation par laˆcher
Pour rendre compte aise´ment du transfert non line´aire d’e´nergie vers le mode des
branches, le syste`me (2.10) est initialement excite´ par une condition initiale de laˆcher
sans vitesse du tronc, qui s’e´crit sous la forme
[Θ(0), Θ˙(0), Φ(0), Φ˙(0) ] = [Θ0, 0, 0, 0 ] . (2.11)
L’e´nergie initiale correspondante est note´e E0, e´quation (2.9). Pour simplifier, nous nor-
malisons cette e´nergie en la multipliant par 8/π2. Ainsi, E0 vaut 1 lorsque Θ0 = π/2,
correspondant a` une condition initiale horizontale du tronc qui sera conside´re´e comme la
valeur maximale d’e´nergie pour ce mode`le. C’est cette normalisation qui a e´te´ utilise´e a`
la figure 2.2.
Cette me´thode de laˆcher sur le tronc permet de de´tecter, sans ambigu¨ite´, la pre´sence
e´ventuelle d’un amortissement apporte´ par transferts non line´aires entre les modes propres.
En effet, dans un syste`me purement line´aire, cette e´nergie E0 resterait localise´e dans le
mode de tronc sans possibilite´ d’eˆtre dissipe´e. Nous exprimons respectivement l’e´nergie
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du mode de tronc et celle du mode des branches par
EΘ =
4
π2
(
Θ˙2 +Θ2
)
et EΦ =
4
π2
Γ
(
Φ˙2 + Ω2Φ2
)
. (2.12)
La figure 2.3 montre l’e´volution temporelle typique de l’e´nergie totale E et des e´nergies
modales, durant trois pe´riodes a` partir d’un laˆcher d’amplitude maximale sur le tronc
(E0 = 1). Notons que l’e´nergie totale E, e´quation (2.9), est la somme de EΘ et EΦ plus
un terme d’e´nergie non line´aire pouvant eˆtre ne´gatif. Ceci explique le fait que EΘ soit
ponctuellement supe´rieure a` E sur la figure 2.3.
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0
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π/2
Figure 2.3 – E´volution temporelle typique de l’e´nergie totale E, e´quation (2.9), en trait
continu (——) et des e´nergies modales, e´quation (2.12), EΘ en trait discontinu (– – –)
et EΦ en trait pointille´ (· · · · · · ). La figure du bas expose les e´volutions correspondantes
des angles du mode de tronc Θ et du mode des branches Φ. La condition initiale de laˆcher
sur le tronc est donne´e par l’e´quation (2.11) avec une e´nergie initiale maximale (E0 = 1),
c.-a`-d. Θ0 = π/2.
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Notons que les courbes de la figure 2.3 sont obtenues pour les meˆmes valeurs des
parame`tres adimensionnels que celles utilise´es a` la figure 2.2 avec en plus ξb = 0,2. Le
choix de ces valeurs de re´fe´rence sera justifie´ a` la section 2.4. Le mode des branches,
initialement sans e´nergie, rec¸oit de l’e´nergie par transfert non line´aire provenant du mode
de tronc. Ce transfert provient de la force gyroscopique exerce´e par le mode de tronc
sur le mode des branches. Une partie de cette e´nergie est alors dissipe´e dans le mode
des branches re´sultant en une dissipation globale de l’e´nergie du syste`me. Ce me´canisme
dissipatif non line´aire, illustre´ par la figure 2.2, est nomme´ me´canisme d’amortissement
par le branchement dans ce manuscrit.
2.3.2 Amortissement effectif
Dans le but de quantifier le me´canisme d’amortissement par le branchement, nous
lui associons un taux d’amortissement qui repre´sentera la dissipation supple´mentaire de
l’e´nergie totale du syste`me. Ce taux d’amortissement effectif provient de la perte d’e´nergie
totale sur une pe´riode du mode de tronc, note´e ∆E = E0 − E(2π) et visualise´e sur la
figure 2.3. Cette perte d’e´nergie s’exprime comme le travail de la force d’amortissement
du mode des branches sur une pe´riode du mode de tronc :
∆E =
8
π2
Γ
∫ 2π
0
2ΩξbΦ˙
2dτ , (2.13)
ou` le coefficient 8/π2 provient de la normalisation choisie pour l’e´nergie E. Le taux
d’amortissement effectif est de´fini par
ξeff =
1
4π
∆E
E0
. (2.14)
Ce taux d’amortissement effectif de´finit l’amortissement global apporte´ par le branche-
ment et sera utilise´ tout au long de ce manuscrit. Il est commune´ment associe´ au facteur
de qualite´ Q = 1/(2ξeff). Notons que la formulation de ∆E, e´quation (2.13), pourra eˆtre
adapte´e au cas particulier du chapitre suivant. La suite de l’e´tude consiste a` caracte´riser
les effets de l’e´nergie initiale E0 et des parame`tres Ω, Γ, φb et ξb sur l’amortissement
effectif ξeff .
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2.4 Faibles amplitudes de mouvement
Dans un premier temps, nous conside´rons une faible e´nergie et donc des petites ampli-
tudes initiales du tronc telles que Θ0 = ε, ou` ε≪ 1 est un petit parame`tre. La me´thode de
la balance harmonique (Nayfeh & Mook, 2008) est utilise´e avec les angles Θ et Φ exprime´s
en se´ries de puissance de ε jusqu’a` l’ordre deux par
Θ(τ) = ε ϑ1(τ) + ε
2 ϑ2(τ), (2.15)
Φ(τ) = ε ϕ1(τ) + ε
2 ϕ2(τ). (2.16)
La condition initiale (2.11) implique directement
ϑ1(0) = 1 et ϑ2(0) = ϕ1(0) = ϕ2(0) = 0 . (2.17)
En substituant les e´quations (2.15) et (2.16) dans le syste`me dynamique (2.10), et en
utilisant les e´quations (2.17), les termes de premier ordre, en ε, s’e´quilibrent si
ϑ1 = cos τ et ϕ1 = 0 . (2.18)
Notons qu’en arreˆtant le de´veloppement a` cet ordre, nous retrouvons logiquement la
dynamique line´aire du syste`me (2.10) sans couplage avec Θ(τ) = Θ0 cos τ et Φ(τ) = 0.
En continuant le de´veloppement, les termes de second ordre, en ε2, s’e´quilibrent si
ϑ2 = 0 et ϕ¨2 + 2Ωξb ϕ˙2 + Ω
2 ϕ2 = −ϑ˙ 21 sinφb . (2.19)
Ainsi, pour des vibrations de faible amplitude avec un de´veloppement jusqu’a` l’ordre
2 faisant apparaitre les premie`res non-line´arite´s, le syste`me (2.10) se re´duit a` la seule
e´quation
Φ¨ + 2Ωξb Φ˙ + Ω
2Φ = E0 sinφb cos2τ . (2.20)
L’e´quation (2.20) est un simple oscillateur amorti et force´ harmoniquement, dont la
dynamique peut eˆtre re´solue analytiquement (Humar, 2002). De plus, nous observons que
cet oscillateur, repre´sentant le mouvement des branches, est force´ a` sa re´sonance par le
mouvement du tronc si Ω = 2. Ceci est classiquement de´nomme´e re´sonance interne 1:2
entre le mode de tronc et le mode des branches (Nayfeh & Mook, 2008). Cette re´sonance
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de´finit la valeur de re´fe´rence Ω = 2 qui a e´te´ utilise´e aux figures 2.2 et 2.3. Dans la suite
de ce manuscrit, l’influence de ce parame`tre sera e´tudie´e autour de cette valeur.
L’amplitude d’un oscillateur line´aire amorti est proportionnelle a` l’amplitude de son
forc¸age. Ainsi, dans l’e´quation (2.20), l’amplitude du mode des branches est proportion-
nelle a` Θ20 sinφb et donc a` E0 sinφb puisque E0 ∝ Θ20. L’amortissement effectif ξeff , de´fini
par les e´quations (2.14) et (2.13), s’exprime alors simplement par
ξeff = E0 Γ sin
2φb ξ¯(ξb,Ω), (2.21)
ou` ξ¯ est une fonction de´pendant uniquement de ξb et Ω, dont le calcul analytique est
fourni en annexe A. Notons que la normalisation choisie pour l’e´nergie se retrouve dans
un facteur de la fonction ξ¯, e´quation (A.6).
De fac¸on remarquable, l’e´quation (2.21) montre que l’amortissement effectif est pro-
portionnel a` l’e´nergie initiale E0. Un tel amortissement non line´aire est typique d’un oscil-
lateur ayant une e´quation du type Θ¨+κΘ˙3+Θ = 0 avec ξeff ∝ κΘ˙2 ∝ κE0 (Nayfeh & Mook,
2008).
L’e´quation (2.21) montre e´galement que l’amortissement effectif est proportionnel au
rapport de l’inertie de rotation du mode de tronc sur celle du mode des branches, Γ. Pour
une ge´ome´trie typique du mode`le telle que les branches soient deux fois plus petites que
le tronc, c.-a`-d. ℓ2 = ℓ1/2 et m2 = m1/2, nous obtenons Γ ≈ 0,2, d’apre`s l’e´quation (2.6).
Ceci de´finit la valeur de re´fe´rence Γ = 0,2 qui a e´te´ utilise´e aux figures 2.2 et 2.3.
De plus, l’e´quation (2.21) montre que l’amortissement effectif est proportionnel a`
sin2φb. Par conse´quent, ξeff est maximal pour un angle de branchement φb = π/2, cor-
respondant a` une ge´ome´trie en forme de ’T’ (figure 2.1). A` l’oppose´, pour une structure
non branche´e, avec φb = 0 ou φb = π, l’amortissement effectif s’annule. Ceci donne un
premier indice de l’importance du branchement et de´finit la valeur de re´fe´rence φb = π/2
qui a e´te´ utilise´e aux figures 2.2 et 2.3.
Enfin, les influences du rapport des fre´quences Ω et de l’amortissement artificiel ξb,
sont donne´es par une carte des niveaux de la fonction ξ¯, e´quation (2.21), a` la figure
2.4. Nous observons que l’amortissement effectif atteint un maximum pour une valeur du
rapport des fre´quences proche de Ω = 2. Ceci est conforme au me´canisme de re´sonance
interne 1:2 de´crit pre´ce´demment. De plus, nous observons logiquement, sur la figure 2.4,
qu’il n’y a pas d’amortissement effectif pour ξb = 0 puisque l’e´nergie me´canique ne peut
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eˆtre dissipe´e nulle part dans la structure.
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Figure 2.4 – Carte des niveaux de l’amortissement effectif normalise´ ξ¯, e´quation (2.21),
apporte´ par le branchement en fonction de l’amortissement du mode des branches ξb,
et du rapport de la fre´quence du mode des branches sur celle du mode de tronc Ω.
L’expression analytique de la fonction ξ¯ est donne´e en annexe A, e´quation (A.6).
Contrairement a` l’intuition, le maximum de ξeff n’est pas atteint pour un fort taux
d’amortissement du mode des branches mais pour une valeur interme´diaire proche de
ξb = 0,2. Ceci s’explique du fait que, pour un amortissement critique du mode des
branches (ξb = 1), les branches sont pratiquement bloque´es, re´duisant ainsi l’amortis-
sement effectif re´sultant. Ce comportement est courant pour d’autres types de structures
amorties, comme dans le cadre de re´cupe´rateurs d’e´nergie (Singh et al., 2012). Pour cette
raison, une valeur du taux d’amortissement du mode des branches ξb = 0,2 a e´te´ utilise´e
a` la figure 2.3 et est de´finie comme valeur de re´fe´rence.
Puisque ce manuscrit s’inte´resse aux mouvements de grande amplitude, il est ne´cessaire
d’e´tendre cette e´tude a` une valeur arbitraire de l’e´nergie initiale E0. Les influences des
quatre parame`tres seront e´tudie´es autour des valeurs de re´fe´rence
φb = π/2 , ξb = 0,2 , Ω = 2 et Γ = 0,2 . (2.22)
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2.5 Grandes amplitudes de mouvement
Dans le but de prendre en compte la dynamique comple`te du mode`le pour une e´nergie
arbitraire, le syste`me d’e´quations (2.10) est re´solu nume´riquement comme pour les fi-
gures 2.2 et 2.3. L’amortissement effectif est calcule´ avec les e´quations (2.13) et (2.14).
L’e´volution de l’amortissement effectif en fonction de l’e´nergie initiale E0 est donne´ a` la
figure 2.5 en comparaison avec les re´sultats analytiques obtenus a` la section pre´ce´dente
pour une e´nergie initiale faible.
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Figure 2.5 – Effet de l’e´nergie initiale E0 sur l’amortissement effectif ξeff du mode`le
branche´ e´le´mentaire. Simulation nume´rique en trait continu (——) et solution analy-
tique, e´quation (2.21), pour de faibles e´nergies en trait pointille´ (· · · · · · ). Les valeurs des
parame`tres sont celles de re´fe´rence, e´quation (2.22).
L’approche analytique de la section 2.4, e´quations (2.21), pre´dit la limite de la solution
nume´rique lorsque l’e´nergie initiale tend vers 0. Ainsi, pour des faibles niveaux d’e´nergie,
l’amortissement effectif augmente de fac¸on proportionnel a` E0. A` mesure que le niveaux
d’e´nergie augmente, bien que l’amortissement effectif ne soit plus proportionnel a` E0, il
augmente de fac¸on monotone et atteint un peu moins de 2% pour E0 = 1. Nous sommes
donc bien en pre´sence d’un me´canisme d’amortissement spe´cifique aux mouvements de
grande amplitude.
Il reste a` connaˆıtre l’influence des parame`tres du mode`le. Dans ce but, les figures 2.6a–d
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montrent les influences respectives des parame`tres φb, ξb, Ω, et Γ sur l’amortissement ef-
fectif normalise´es par E0, pour trois niveaux d’e´nergie initiale.
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Figure 2.6 – Effets des quatre parame`tres du mode`le branche´ e´le´mentaire sur l’amor-
tissement effectif normalise´ par l’e´nergie initiale, ξeff/E0, pour trois niveaux d’e´nergie,
E0 = 0,01 (· · · · · · ), E0 = 0,1 (– – –) et E0 = 1 (——). Les valeurs des parame`tres sont
celles de re´fe´rence lorsqu’ils ne varient pas, e´quation (2.22), indique´es sur chaque figure
par un trait vertical (— –). (a) Effet de l’angle de branchement φb. (b) Effet du taux
d’amortissement du mode des branches ξb. (c) Effet du rapport de la fre´quence du mode
des branches sur celle du mode de tronc Ω. (d) Effet du rapport de l’inertie de rotation
du mode des branches sur celle du mode de tronc Γ.
Notons que les re´sultats provenant de la simulation nume´rique et de l’approche analy-
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tique de la section pre´ce´dente sont identiques pour une e´nergie initiale faible (E0 = 0.01).
Ils sont donc repre´sente´s par les meˆmes courbes en pointille´s sur les figures 2.6a–d. Cette
e´tude parame´trique permet d’optimiser le me´canisme d’amortissement par le branche-
ment vis-a`-vis des quatre parame`tres.
Premie`rement, sur la figure 2.6a, nous observons que l’amortissement effectif reste
nul pour φb = 0 et φb = π, quel que soit le niveau d’e´nergie. Le re´sultat analytique
de l’e´quation (2.21), donnant une de´pendance en ’sin2φb’ pour une e´nergie faible, reste
valable pour une e´nergie interme´diaire (E0 = 0,1). Pour une e´nergie maximale (E0 = 1),
nous remarquons que l’angle optimal de branchement passe de φb = π/2 a` des valeurs
le´ge`rement supe´rieures, proches de φb ≈ 2π/3. Cette e´volution s’explique physiquement
en remarquant que la force d’excitation du mode des branches est de signe constant
et ne´gatif, e´quation (2.10). Par conse´quent, la valeur moyenne d’oscillation de Φ est
infe´rieure a` 0, comme nous pouvons le voir a` la figure 2.3. Ainsi, le transfert vers les
branches sera maximal si φb compense cet effet dans le terme ’sin (φb + Φ)’ d’excitation
des branches, c’est a` dire si φb est le´ge`rement supe´rieur a` π/2. Dans le but d’optimiser
l’amortissement effectif, un bon compromis serait de choisir une valeur de φb entre π/2
et 2π/3.
Deuxie`mement, la figure 2.6b montre que l’optimum ξb = 0,2 pour l’amortissement
du mode branche reste valable quel que soit le niveau d’e´nergie. Ainsi, cette valeur assure
un amortissement effectif optimal. De plus, un fort niveau d’amortissement effectif est
apporte´ pour une grande gamme de valeurs de ξb entre 0,05 et 1.
Troisie`mement, de la meˆme fac¸on que pour la figure 2.6b, la figure 2.6c montre que
la de´pendance de l’amortissement effectif au rapport des fre´quences Ω change peu avec
l’e´nergie initiale. Plus pre´cise´ment, nous observons que l’amortissement effectif reste e´leve´
pour une large gamme de valeurs entre Ω = 1 et Ω = 2, notamment pour une e´nergie
initiale e´leve´e. Un choix du rapport Ω entre ces deux valeurs assure donc un amortissement
effectif optimal.
Enfin, la figure 2.6d montre que le re´sultat analytique donnant un amortissement effec-
tif proportionnel au rapport des inerties Γ pour une e´nergie faible, e´quation (2.21), change
peu pour une e´nergie interme´diaire (E0 = 0,5). Pour une e´nergie maximale (E0 = 1), cela
n’est plus le cas. Toutefois, nous observons que l’amortissement effectif augmente de
fac¸on monotone avec Γ. Par conse´quent, le rapport des inerties Γ doit eˆtre maximal pour
optimiser le me´canisme d’amortissement par le branchement.
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2.6 Discussion
L’objectif de ce chapitre 2 e´tait de de´montrer la validite´ du concept d’amortissement
par le branchement par une mode´lisation simple.
Le mode`le branche´ a` deux degre´s de liberte´ de´veloppe´ dans ce chapitre posse`de une
caracte´ristique dynamique particulie`re provenant du branchement : ses modes propres
sont localise´s avec un mode de tronc et un mode des branches. L’e´criture des e´quations
du mouvement de ce mode`le a montre´ la pre´sence de couplages non line´aires entre les
modes propres. Ces couplages proviennent des non-line´arite´s ge´ome´triques. Le mode des
branches est notamment excite´ par une force gyroscopique non line´aire provenant de
l’oscillation du mode de tronc. Graˆce a` l’ajout d’un amortissement dans le mode des
branches, ces couplages offrent un me´canisme dissipatif, de´nomme´ amortissement par le
branchement, spe´cifique a` l’amortissement des mouvements de grande amplitude.
Les e´le´ments ne´cessaires a` la pre´sence de ce me´canisme sont au nombre de quatre.
Premie`rement, les transferts d’e´nergie entre les modes s’annulent pour une structure non
branche´e, c-a`-d pour un angle de branchement de 0 ou π. La valeur optimale se situe
entre un angle de π/2 et 2π/3 suivant le niveau d’e´nergie. Deuxie`mement, ce me´canisme
s’appuie sur une re´sonance interne 1:2 entre le mode de tronc et le mode des branches.
Toutefois, l’efficacite´ du me´canisme est optimale dans une gamme de fre´quence propre du
mode des branches comprise entre 1 a` 2 fois celle du mode de tronc. Troisie`mement, nous
avons montre´ que l’inertie de rotation du mode des branches doit eˆtre non ne´gligeable de-
vant celle du mode de tronc pour offrir un amortissement suffisant. Enfin, quatrie`mement,
en tant que me´canisme dissipatif global de la structure, l’e´nergie transfe´re´e entre les modes
doit eˆtre dissipe´e quelque part dans la structure, sans quoi, l’amortissement par le bran-
chement serait nul. Nous avons montre´ que ce taux de dissipation devait eˆtre important,
avec une valeur optimale de ξb = 20%. Pour des branches de masse M et de raideur
K, l’amortissement physique varie comme ξb
√
MK . Un tel taux d’amortissement sera
donc difficilement atteignable pour des structures massives. Ne´anmoins, pour des struc-
tures le´ge`res, des phe´nome`nes physiques tels que l’amortissement induit par une traˆıne´e
fluide en e´coulement transverse peuvent atteindre cet ordre de grandeur (Blevins, 1990),
ne´cessaire au me´canisme d’amortissement par le branchement.
Dans le but d’une utilisation du me´canisme d’amortissement par le branchement dans
des structures plus complexes, il est ne´cessaire de savoir si ce concept est robuste vis-a`-
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vis de sources dissipatives plus complexes, par exemple, celles provenant des interactions
avec un fluide.
Chapitre 3
Robustesse du me´canisme
Au chapitre pre´ce´dent, pour offrir un me´canisme d’amortissement par le branchement
au mode`le branche´, nous avons mentionne´ la ne´cessite´ de la pre´sence d’une source dissi-
pative dans le mode des branches. A` l’inte´rieur de ce troisie`me chapitre, nous examinons
la robustesse du me´canisme d’amortissement en complexifiant cette source dissipative.
Dans un premier temps, nous e´tudierons la robustesse du me´canisme d’amortissement
par le branchement, de´crit au chapitre 2, en modifiant uniquement le type d’amortisse-
ment introduit dans le mode des branches. Dans un second temps, nous examinerons
l’influence d’une source dissipative globale, provenant de l’interaction avec un fluide ex-
terne au repos et repartie sur les deux modes propres.
34 3. Robustesse du me´canisme
3.1 Amortissement non line´aire du mode des branches
Nous reprenons le mode`le branche´ e´le´mentaire a` deux degre´s de liberte´ utilise´ au
chapitre 2. Cette fois, l’amortissement du mode des branches, initialement line´aire avec
la vitesse des branches, est choisi proportionnel a` une puissance de la vitesse. Le syste`me
d’e´quations (2.8) devient
Θ¨ + Θ = 2Γ
[
Θ˙ Φ˙ sin(φb+Φ)− Θ¨
(
cos(φb+Φ)− cosφb
)]
,
Φ¨ + 2Ωξb Φ˙|Φ˙|n−1 + Ω2Φ = −Θ˙2 sin(φb+Φ) ,
(3.1)
ou` n repre´sente le degre´ de non-line´arite´ de l’amortissement des branches. Le cas line´aire
(n = 1) servira de re´fe´rence dans ce chapitre. L’e´quation (2.13) devient
∆E =
8
π2
Γ
∫ 2π
0
2Ωξb Φ˙
2|Φ˙|n−1dτ. (3.2)
3.1.1 Faibles amplitudes
Pour des petites amplitudes de mouvement, nous reprenons la me´thode de la balance
harmonique. Les meˆmes de´veloppement en se´rie que ceux de la section 2.4 sont utilise´s,
e´quations (2.15) et (2.16). Les calculs sont identiques a` l’ordre 1 et donnent la dynamique
line´aire du syste`me (3.1). L’e´quilibre des termes d’ordre 2, en supposant n ≥ 2, donne
Φ¨ + Ω2Φ = −Θ 20 sinφb sin2τ . (3.3)
On remarque, par comparaison a` l’e´quation (2.20) du chapitre pre´ce´dent, que le terme
d’amortissement n’apparait pas dans l’e´quation (3.3). Ceci est duˆ au fait que le terme
d’amortissement non line´aire est d’ordre supe´rieur a` ε2. Ainsi, le syste`me (3.1) se re´duit a`
la simple e´quation d’un oscillateur non amorti et force´ avec les conditions initiales (2.11),
c.-a`-d. Φ˙(0) = Φ(0) = 0.
Identiquement a` la section 2.4 du chapitre pre´ce´dent, l’amplitude du mode des branches
Φ dans l’e´quation (3.3) est proportionnelle a` E0 sinφb. L’amortissement effectif ξeff , de´fini
par l’e´quation (2.14) et par l’interme´diaire de l’e´quation (3.2), s’exprime alors simplement
ξeff = E
n
0 Γ (sinφb)
n+1 ξb ξ¯n(Ω) , (3.4)
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ou` la fonction ξ¯n ne de´pend que du rapport des fre´quences Ω puisqu’ici, Φ(τ), solution de
l’e´quation (3.3), ne de´pend pas de ξb. Notons que la normalisation choisie pour l’e´nergie
intervient uniquement dans l’expression de ξ¯n donne´e en annexe B, e´quation (B.2).
L’e´quation (3.4) montre que pour un amortissement non line´aire du mode des branches,
l’amortissement effectif re´sultant de´pend non-line´airement de l’e´nergie initiale. La figure
3.1 pre´sente l’e´volution de la fonction ξ¯n en fonction de Ω pour n = 2, 3, 4 et 5.
Ω
ξ¯n
n croissant
1 2 3
10−1
100
101
102
Figure 3.1 – Amortissement effectif normalise´ ξ¯n, e´quation (3.4), en fonction du rapport
des fre´quences Ω, pour un amortissement non line´aire du mode des branches avec n = 2,
3, 4 et 5.
Nous observons que l’amortissement optimal est atteint pour un rapport des fre´quences
Ω = 2, quel que soit la puissance n de la non-line´arite´ de l’amortissement du mode des
branches. Nous observons e´galement que la fonction ξ¯n augmente rapidement avec n.
Toutefois, cela ne signifie par que l’amortissement effectif augmente de la meˆme fac¸on
car il est e´galement proportionnel a` E n0 qui diminue fortement avec n puisque E0 est
faible. Cette approche n’etant valable que pour des mouvements de faible amplitude,
il est ne´cessaire de connaitre l’influence de ce type d’amortissement pour des grandes
amplitudes de mouvement.
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3.1.2 Grandes amplitudes
Pour des mouvements d’amplitude arbitraire, le syste`me (3.1) est re´solu nume´riquement.
L’amortissement effectif ξeff est calcule´ a` partir des e´quations (3.2) et (2.14). L’e´volution
de l’amortissement effectif en fonction de l’e´nergie initiale E0 est expose´ a` la figure 3.2
pour quatre valeurs de la puissance n de l’amortissement du mode des branches, e´quation
(3.1).
E0
ξeff
n croissant
0 0,5 1
0
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2
Figure 3.2 – Amortissement effectif en fonction de l’e´nergie initiale pour un amortisse-
ment non line´aire des branches avec n = 2, 3, 4 et 5 en trait continu (——), et pour un
amortissement line´aire en trait discontinu (– – –). Les valeurs des parame`tres sont celles
de re´fe´rence, e´quation (2.22).
L’approche analytique a` faible e´nergie de la section pre´ce´dente, e´quations (3.4), cor-
respond a` la limite de la solution nume´rique lorsque E0 tend vers 0 avec un amortissement
effectif proportionnel a` E n0 . Nous observons que ce comportement disparait rapidement
lorsque E0 augmente (figure 3.2). En effet, pour une e´nergie initiale e´leve´e, entre 0,5 et
1, l’amortissement effectif est quasiment le meˆme quel que soit n.
Cette apparente robustesse du me´canisme d’amortissement par le branchement, vis-
a-vis du type d’amortissement du mode des branches, doit eˆtre confirme´e par une analyse
parame´trique. Les figures 3.3a–d exposent les influences respectives des parame`tres φb,
ξb, Ω, et Γ sur l’amortissement effectif pour une e´nergie initiale maximale (E0 = 1).
De fac¸on ge´ne´rale, le type d’amortissement du mode des branches, line´aire ou non, a
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Figure 3.3 – Effets des quatre parame`tres du mode`le e´le´mentaire sur l’amortissement
effectif ξeff pour un niveau maximal d’e´nergie (E0 = 1) pour un amortissement non line´aire
des branches avec n = 2, 3, 4 et 5 en trait continu (——) et pour un amortissement
line´aire en trait discontinu (– – –). Les valeurs des parame`tres sont celles de re´fe´rence
lorsqu’ils ne varient pas, e´quation (2.22), indique´es sur chaque figure par un trait vertical
(— –). (a) Effet de l’angle de branchement φb. (b) Effet du taux d’amortissement du
mode des branches ξb. (c) Effet du rapport de la fre´quence du mode des branches sur celle
du mode de tronc Ω. (d) Effet du rapport de l’inertie de rotation du mode des branches
sur celle du mode de tronc Γ.
peu d’influence sur les de´pendances parame´triques de l’amortissement effectif. Ce com-
portement est cohe´rent avec celui observe´ a` la figure 3.2 et montre la robustesse du
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me´canisme d’amortissement par le branchement vis-a`-vis du type d’amortissement du
mode des branches. Le type d’amortissement du mode des branches n’a presque aucune
influence sur la de´pendance a` l’angle de branchement φb (figure 3.3a). Plus l’amortisse-
ment du mode des branches est non line´aire, c’est a` dire plus n est grand, plus la gamme
de valeurs optimales pour ξb est e´tendue vers des valeurs supe´rieures (figure 3.3b). Nous
observons sur la figure 3.3c que l’amortissement effectif augmente tre`s le´ge`rement avec
n dans la gamme de valeur optimale pour le rapport des fre´quences (1 ≤ Ω ≤ 2). En-
fin, l’amortissement effectif n’augmente pas de fac¸on monotone avec Γ et l’optimum se
rapproche de la valeur de re´fe´rence (Γ = 0,2) a` mesure que n augmente (figure 3.3d).
Bien que seules des valeurs entie`res de n aient e´te´ prises en compte dans le but de
simplifier, les re´sultats pre´sente´s ici peuvent eˆtre e´tendus a` des valeurs non entie`res. Dans
cette section, comme dans le chapitre pre´ce´dent, le mode de tronc a toujours e´te´ non
amorti. On peut le´gitimement se demander si l’introduction d’un amortissement sur ce
mode peut modifier le me´canisme d’amortissement par le branchement.
3.2 Amortissement ae´rodynamique
Cette section examine l’influence, sur le me´canisme d’amortissement par le branche-
ment, d’une source dissipative plus naturelle et repartie sur les deux modes. Nous re-
prenons le syste`me d’e´quations exprime´ en variables dimensionnelles du mode`le branche´,
e´quation (2.3), auquel nous ajoutons un mode`le d’interaction fluide de type traˆıne´e.
3.2.1 Mode`le d’interaction fluide
Nous donnons au tronc et aux branches, une forme cylindrique. La section de chaque
segment est constante. Le tronc a un diame`tre d1 et les branches un diame`tre d2. Comme
indique´ sur la figure 3.4a, la structure oscille dans le fluide au repos et subie en conse´quence
une densite´ line´ique de forces de traˆıne´e. Cette densite´ de force, note´e f , s’exerce locale-
ment (figure 3.4b) et est mode´lise´e par
fi = −1
2
ρf CD di |Vn|Vn , (3.5)
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ou` i = 1 pour le tronc, i = 2 pour les branches, ρf est la masse volumique du fluide et CD
est un coefficient de traˆıne´e lie´ a` la ge´ome´trie (Blevins, 1990), suppose´ constant. Enfin,
Vn est la composante normale de la vitesse locale V , qui s’exprime
Vn = V − (V .s)s, (3.6)
ou` s est le vecteur unitaire tangentiel au segment conside´re´, repre´sente´ a` la figure 3.4b.
(a) (b)
ρf
d1
d2
θ
φ
φ f
Vn
V
s
Figure 3.4 – (a) Mode`le branche´ e´le´mentaire en interaction avec un fluide au repos. (b)
Mode´lisation des forces fluides s’exerc¸ant localement, de´termine´es par les vitesses locales
normales aux segments.
3.2.2 E´quations du mouvement
Les projections modales des efforts exerce´s par le fluide, e´quation (3.5), sont note´s
Mθ sur le mode de tronc et Mφ sur le mode des branches. Le syste`me d’e´quations (2.3)
devient donc
Jθ θ¨ + k1 θ = 4m2ℓ1ℓ2
[
θ˙ φ˙ sin(φb+Φ)− θ¨
(
cos(φb+Φ)− cosφb
)]
+Mθ,
2m2ℓ2
2 φ¨+ 2k2 φ = −2m2ℓ1ℓ2 θ˙2 sin(φb+Φ) +Mφ,
(3.7)
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avec
Mθ = −1
2
ρfCD

d1θ˙|θ˙|ℓ 41
4
+ d2
ℓ2∫
0
(
|θ˙S + φ˙s|(θ˙S + φ˙s) + |θ˙S − φ˙s|(θ˙S − φ˙s)
)
Sds

 ,
(3.8)
et
Mφ = −1
2
ρfCDd2
ℓ2∫
0
(
|θ˙S + φ˙s|(θ˙S + φ˙s)− |θ˙S − φ˙s|(θ˙S − φ˙s)
)
sds , (3.9)
ou` S = s+ ℓ1 cos(φb+φ). Les calculs sont de´taille´s en annexe B.2.
Le syste`me (3.7) est adimensionne´ avec les meˆmes changements de variables qu’au
chapitre pre´ce´dent. En plus, trois nouveaux parame`tres correspondant au fluide appa-
raissent : le rapport du diame`tre des branches sur celui du tronc d = d2/d1, le rapport de
la longueur des branches sur celle du tronc Λ =
√
ℓ2/ℓ1 et le nombre
M = CD ρfd1ℓ
3
1
4m2
√
ℓ1ℓ2
(3.10)
qui peut eˆtre vu comme le rapport de l’inertie de rotation apporte´e par la masse de fluide
ajoute´e sur l’inertie de rotation de la structure. Ce nombre de masse M est classique
en interaction fluide structure (de Langre, 2002). Avec ces changements de variables, le
syste`me (3.7) devient
Θ¨ + Θ = 2Γ
(
Θ˙ Φ˙ sin(φb+Φ)− Θ¨
(
cos(φb+Φ)− cosφb
))− 1
4
ΓM|Θ˙| Θ˙
− ΓM dΛ
Λ∫
0
(
|Θ˙X+Φ˙x|(Θ˙X+Φ˙x) + |Θ˙X−Φ˙x|(Θ˙X−Φ˙x)
)
X dx,
Φ¨ + Ω2Φ = −Θ˙2 sin(φb+Φ)
−M dΛ
Λ∫
0
(
|Θ˙X+Φ˙x|(Θ˙X+Φ˙x)− |Θ˙X−Φ˙x|(Θ˙X−Φ˙x)
)
x dx ,
(3.11)
ou` x = s/
√
ℓ1ℓ2 etX = Λx+cos(φb+φ). L’expression de l’e´nergie du syste`me est identique
a` celle du chapitre 2, e´quation (2.9).
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3.2.3 Calcul de l’amortissement effectif
Dans le syste`me d’e´quations (3.11), la projection des forces fluides de traˆıne´e apporte
des amortissements et des couplages non line´aires entre le mode de tronc et le mode
des branches par des termes en ’Θ˙2’, ’Φ˙2’ et ’Θ˙Φ˙’. L’amortissement est donc reparti sur
les deux modes propres. Par conse´quent, la me´thode d’identification de l’amortissement
effectif doit eˆtre rede´finie.
La me´thode de laˆcher sur le tronc, utilise´ au chapitre 2, e´quation (2.11), est conserve´e.
Nous proposons de rede´finir l’amortissement effectif par comparaison entre l’amortisse-
ment global du syste`me (3.11) et l’amortissement qu’aurait ce syste`me en imposant un
mouvement nul du mode des branches, c.-a`-d. Φ = 0. Bloquer artificiellement les branches
permet d’identifier les amortissements diffe´rents du me´canisme d’amortissement par le
branchement. Celui-ci est alors de´fini par la diffe´rence entre l’amortissement du syste`me
(3.11) et celui du syste`me bloque´ de´crit par
Ψ¨ + Ψ = −|Ψ˙|Ψ˙ ΓM

1
4
+ 2 dΛ
Λ∫
0
|xΛ + cosφb|(xΛ + cosφb)2 dx

 , (3.12)
ou` Θ a e´te´ remplace´ par Ψ pour ne pas confondre les deux syste`mes d’e´quations. Une
me´thode analogue sera utilise´e dans le cadre d’une expe´rience dans le chapitre suivant.
La perte d’e´nergie apre`s une pe´riode du mode de tronc, permettant de calculer l’amor-
tissement effectif par l’e´quation (2.14), est donc donne´e par
∆E = E(Ψ,0,Ψ˙,0)− E(Θ,Φ,Θ˙,Φ˙), (3.13)
ou` les valeurs des parame`tres Ω, Γ, φb, Λ, d etM sont les meˆmes entre les deux syste`mes.
3.2.4 Grandes amplitudes de mouvement
Comme dans les cas pre´ce´dents, les syste`mes d’e´quations (3.11) et (3.12) sont re´solus
nume´riquement. Les valeurs de re´fe´rence des parame`tres pour l’angle de branchement,
le rapport des fre´quences et le rapport des inerties, e´quation (2.22), ne changent pas.
Pour les nouveaux parame`tres, nous choisissons Λ = 1 pour le rapport des longueurs
et d =
√
1/2 pour le rapport des diame`tres. Cette valeur du rapport des diame`tres
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correspond a` la loi de conservation des sections au niveau du branchement par de Vinci
(Prusinkiewicz & Lindenmayer, 1991). Enfin, nous choisissons arbitrairement M = 0,2
pour le nombre de masse. D’apre`s l’e´quation (3.10), cette valeur correspond, par exemple,
a` un tronc de diame`tre d’environ 2 cm, de longueur d’environ 1m, d’une masse de l’ordre
de 0,1 kg oscillant dans l’air (ρf ≈ 1 kg.m−3) avec un coefficient de traˆıne´e de CD = 1.
La figure 3.5 pre´sente l’e´volution de l’amortissement total en fonction de l’e´nergie
initiale E0 pour les deux syste`mes (3.11) et (3.12) avec les valeurs de re´fe´rence des six
parame`tres.
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Figure 3.5 – Effet de l’e´nergie initiale E0 sur l’amortissement total du mode`le branche´
en interaction avec un fluide au repos. Cas avec les branches libres (syste`me 3.11) en
trait continu (——). Cas avec les branches bloque´es (syste`me 3.11) en trait discontinu
(– – –). Les valeurs des parame`tres du mode`le sont celles de re´fe´rence, e´quation (3.12),
avec Λ = 1, d =
√
1/2 et M = 0,2.
Pour les deux syste`mes, l’amortissement total augmente non-line´airement avec l’e´nergie
E0. A` mesure que l’e´nergie augmente, la diffe´rence devient grande entre le syste`me avec
les branches libres et le syste`me avec les branches bloque´es. Pour une e´nergie maximale, le
syste`me avec les branches libres pre´sente un amortissement deux fois plus important que
celui du syste`me bloque´. La figure 3.6 pre´sente l’e´volution de l’amortissement effectif par
le branchement de´fini par la diffe´rence des courbes pre´ce´dentes, en fonction de l’e´nergie
initiale E0.
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Figure 3.6 – Effet de l’e´nergie initiale E0 sur l’amortissement effectif ξeff du mode`le
branche´ e´le´mentaire en interaction avec un fluide au repos en trait continu (——).
L’amortissement effectif est calcule´ a` partir de la me´thode de comparaison entre le cas
ou` les branches oscillent librement et le cas ou` les branches sont bloque´es artificiellement
(section 3.2.3). Le cas d’un amortissement localise´ dans le mode des branches du cha-
pitre 2 (figure 2.5) est rappele´ en trait discontinu (– – –). Les valeurs des parame`tres du
mode`le sont les meˆmes qu’a` la figure 3.5.
L’amortissement effectif par le branchement augmente quasiment line´airement avec
l’e´nergie initiale et atteint un peu moins de 2% pour une e´nergie maximale. Ce re´sultat
est cohe´rent avec tous les re´sultats pre´ce´dents pre´sente´s aux figures 2.5 (reproduite ici en
trait discontinu) et 3.2. Le me´canisme d’amortissement par le branchement semble donc
robuste vis-a`-vis de la source de dissipation d’e´nergie dans le mode`le e´le´mentaire, que
celle-ci soit line´aire ou non, localise´e sur le mode des branches ou repartie sur les deux
modes propres.
Afin de confirmer cette robustesse, nous proce´dons a` une e´tude parame´trique. Les
figures 3.7a–f exposent les influences respectives des parame`tres φb, M, Ω, Γ, Λ et d sur
l’amortissement effectif pour une e´nergie maximale.
Nous retrouvons sur la figure 3.7a une de´pendance de l’amortissement effectif a` l’angle
de branchement semblable a` ’sin2φb’ avec une valeur optimale de φb = π/2. Cette
de´pendance est en cohe´rence avec les cas pre´ce´dents. Toutefois, a` ce niveau d’e´nergie,
la valeur optimale e´tait proche de φb = 2π/3 dans le cas d’un amortissement localise´ sur
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Figure 3.7 – Effets des six parame`tres sur l’amortissement effectif du mode`le e´le´mentaire
en interaction avec un fluide au repos, pour un niveau maximal d’e´nergie (E0 = 1). (a)
Effet de l’angle de branchement φb. (b) Effet du nombre de masseM. (c) Effet du rapport
des fre´quences Ω. (d) Effet du rapport des inerties Γ. (e) Effet du rapport des longueurs Λ.
(f) Effet du rapport des diame`tres d. Les valeurs des parame`tres sont celles de re´fe´rence,
e´quation (2.22), avec Λ = 1, d =
√
1/2 et M = 0,2 lorsqu’ils ne varient pas. Elles sont
indique´es sur chaque figure par un trait vertical (— –). Les de´pendances parame´triques
(a), (c) et (d) sont compare´es a` celles du cas d’un amortissement line´aire et localise´ dans
le mode des branches du chapitre 2 (figure 2.6) en trait discontinu (– – –).
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le mode des branches (figures 2.6a et 3.3a) . Notons que par la me´thode d’identification
de l’amortissement effectif utilise´e ici, nous observons des valeurs le´ge`rement ne´gatives
pour des valeurs particulie`res de φb proches de π. Cet artefact sera explique´ par la suite
avec l’analyse des figures 3.7e et 3.7f.
La de´pendance de l’amortissement effectif vis-a`-vis du nombre de masse M (figure
3.7b) est semblable a` celles observe´es pour le taux d’amortissement localise´ sur le mode des
branches (figures 2.6b et 3.3b). De fac¸on analogue a` l’effet de ξb, lorsqueM tend vers 0,
l’amortissement effectif devient nul puisque l’e´nergie ne peut eˆtre dissipe´e nul part dans la
structure. Pour une valeur tre`s e´leve´e deM, l’e´nergie initiale est imme´diatement dissipe´e
par l’amortissement du mode de tronc qui devient tre`s grand, inhibant le me´canisme
d’amortissement par le branchement. De plus, l’amortissement effectif est e´leve´ pour une
grande gamme de valeur du nombre de masseM comprise entre 0,2 et 1 avec une valeur
optimale d’environ 0,4.
Nous observons sur la figure 3.7c que la de´pendance a` Ω est similaire a` celles observe´es
pour les cas pre´ce´dents (figures 2.6c et 3.3c) avec un rapport des fre´quences optimal com-
pris entre 1 et 2. La figure 3.7d montre une de´pendance a` Γ similaire a` celle observe´e
dans le cas d’un amortissement non line´aire du mode des branches (figure 3.3d). Contrai-
rement au cas d’un amortissement line´aire des branches (figure 2.6d), l’amortissement
effectif n’augmente pas de fac¸on monotone et pre´sente un optimum proche de la valeur
de re´fe´rence (Γ = 0,2).
Sur la figure 3.7e, nous observons que le rapport des longueurs Λ est un parame`tre
critique pour l’amortissement effectif avec une gamme de valeurs optimales restreinte,
comprise entre environ 0,8 et 1,3, avec une valeur optimale de 1,1. L’amortissement effectif
de´croˆıt pour des valeurs supe´rieures, jusqu’a` pratiquement s’annuler pour Λ = 2. Ce
comportement s’explique physiquement en conside´rant un rapport Λ tre`s grand dans
le syste`me d’e´quations (3.11). Une telle valeur e´quivaut a` augmenter et concentrer la
dissipation d’e´nergie dans les branches, rendant ainsi le mode des branches sur-amorti.
Par conse´quent, les syste`mes (3.11) et (3.12) deviennent e´quivalents et l’amortissement
effectif disparaˆıt. L’effet du rapport des diame`tres d (figure 3.7f) est tre`s semblable aux
effets de´crits pre´ce´demment pour M et Γ. Ce parame`tre offre une gamme e´tendue de
valeurs offrant un amortissement effectif suffisant avec une valeur optimale proche de
d = 2.
Enfin, comme nous l’avons observe´ sur l’effet de φb (figure 3.7a), ces deux dernie`res
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figures, pre´sentent un amortissement effectif le´ge`rement ne´gatif pour des valeurs par-
ticulie`res des parame`tres : φb proche de π, Λ < 0,5 et d proche de 0. Ces arte´facts
proviennent du fait que la me´thode de comparaison (section 3.2.3), utilise´e pour iden-
tifier l’amortissement effectif, est restreinte a` une seule pe´riode d’oscillation du tronc.
Nous remarquons dans les e´quations (3.11) que lorsque Λ ou d tendent vers 0, la partie
de l’e´nergie initiale du tronc, envoye´e dans le mode des branches, ne peut eˆtre dissipe´e
car ce mode n’est plus amorti. Par conse´quent, l’amortissement du syste`me initial (3.11)
devient plus faible que celui du syste`me (3.12) pour lequel toute l’e´nergie reste dans le
mode de tronc, ou` elle peut eˆtre dissipe´e. Sur plusieurs pe´riodes, cette e´nergie, stocke´e
momentane´ment dans le mode des branches, revient dans le mode de tronc et peut eˆtre
dissipe´e. Cet effet se retrouve dans le cas de l’angle de branchement φb proche de π
mais est compense´ par le fait que le transfert vers le mode des branches s’annule pour
φb = π. Ceci montre la limite de la me´thode de comparaison pour des valeurs extreˆmes de
certains parame`tres. Ne´anmoins, nous avons montre´ qu’elle permet d’identifier et de ca-
racte´riser efficacement la dissipation provenant uniquement me´canisme d’amortissement
par le branchement dans le cas d’une dissipation non line´aire repartie sur les modes.
3.3 Discussion
L’objectif de ce chapitre 3 e´tait de de´montrer la robustesse du me´canisme d’amortis-
sement par le branchement vis-a`-vis de sources dissipatives plus complexes.
Dans la premie`re partie de ce chapitre, nous avons montre´ que le type d’amortissement
du mode des branches, line´aire ou non, ne change quasiment pas les caracte´ristiques du
me´canisme d’amortissement par le branchement sur le mode`le branche´ a` deux degre´s de
liberte´ utilise´ au chapitre 2.
Dans la seconde partie de ce chapitre, nous avons examine´ l’influence d’une source dis-
sipative repartie sur les modes propres. Cette dissipation a e´te´ mode´lise´e par l’interaction
avec un fluide au repos sur le mode`le branche´ du chapitre 2. La me´thode utilise´e a per-
mis d’identifier clairement la partie de l’amortissement globale de la structure provenant
du me´canisme d’amortissement par le branchement, malgre´ la pre´sence d’autres types
d’amortissement. Les re´sultats sont semblables a` ceux du chapitre 2 avec un amortisse-
ment effectif spe´cifique a` l’amortissement des mouvements de grande amplitude. L’e´tude
parame´trique a montre´ le roˆle important joue´ par le rapport des longueurs entre branches
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et tronc qui doit eˆtre proche de 1 pour offrir un amortissement effectif suffisant dans ce
cas de dissipation ae´rodynamique.
Les re´sultats du chapitre 3 permettent d’e´tendre la validite´ du concept d’amortis-
sement par le branchement pour le mode`le e´le´mentaire de´veloppe´ au chapitre 2 a` des
sources non line´aires de dissipation d’e´nergie, reparties sur les modes propres. Toutefois,
le mode`le branche´ a` deux degre´s de liberte´ utilise´ aux chapitres 2 et 3 reste e´le´mentaire
par de´finition. Il est ne´cessaire de savoir si ce me´canisme d’amortissement par le branche-
ment peut eˆtre envisage´ pour des structures complexes, pre´sentant un plus grand nombre
de degre´s de liberte´.

Chapitre 4
Amortissement de syste`mes
branche´s continus
Le mode`le branche´ a` deux degre´s de liberte´, de´veloppe´ au chapitre 2, a permis d’identi-
fier et caracte´riser le me´canisme d’amortissement par le branchement, spe´cifique a` l’amor-
tissement des mouvements de grande amplitude. A` partir de ce mode`le e´le´mentaire, le
chapitre 3 a montre´ que ce me´canisme est e´galement robuste vis-a`-vis d’autres types
de dissipation, line´aires ou non, repartis dans la structure ou localise´s dans les branches.
L’objectif de ce quatrie`me chapitre est de de´montrer l’applicabilite´ du me´canisme d’amor-
tissement par le branchement a` des structures plus complexes.
Dans un premier temps, ce chapitre se consacre a` la caracte´risation du me´canisme
d’amortissement par le branchement sur un mode`le branche´ continu. Conjointement avec
les re´sultats du chapitre 2, ces travaux ont fait l’objet d’une publication dans le journal
’Bioinspiration & Biomime´tics - IOP ’, jointe en annexe D.
Dans un second temps, ce chapitre pre´sentera les re´sultats d’une expe´rience illustrative
sur une structure branche´e flexible.
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4.1 Mode`le branche´ continu
Le me´canisme d’amortissement par le branchement, de´crit sur le mode`le branche´
e´le´mentaire du chapitre 2, est maintenant analyse´ dans le cas d’un mode`le branche´
continu. Deux types de re´sultats sont pre´sente´s. Premie`rement, une approche analogue a`
celle de´veloppe´e dans le chapitre 2 sera utilise´e afin de rendre compte de l’amortissement
effectif apporte´ par le branchement. Deuxie`mement, dans le but de montrer la robus-
tesse du me´canisme vis-a`-vis d’autres types d’excitation, nous analyserons ce me´canisme
d’amortissement dans le cas d’un forc¸age dynamique du tronc.
4.1.1 De´finition du mode`le
Le mode`le continu branche´ est constitue´ de trois poutres encastre´es entre elles et
formant un ’Y’ syme´trique (figure 4.1a).
φbφb
(a) (b) (c)
Figure 4.1 – Mode`le branche´ continu. (a) Ge´ome´trie au repos. (b) Mode de tronc. (c)
Mode des branches.
Chaque poutre du mode`le est de forme cylindrique, de section constante et constitue´e
d’un mate´riau line´airement e´lastique, homoge`ne et isotrope. Par analogie biologique,
comme aux chapitres pre´ce´dents, la premie`re poutre, encastre´e a` sa base, de longueur ℓ1 et
de diame`tre d1 est de´nomme´e tronc. Les deux autres poutres, encastre´es syme´triquement
en haut du tronc avec un angle φb par rapport a` la direction du tronc, chacune de longueur
ℓ2 et de diame`tre d2, sont de´nomme´es branches.
Les e´quations du mouvement sont re´solues par la me´thode e´le´ments finis avec le logiciel
CASTEM v.3M (Verpeaux et al., 1988). Le mode`le e´le´ments finis est constitue´ d’e´le´ments
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poutre de type Euler-Bernoulli. Chaque segment du mode`le est discre´tise´ avec dix de ces
e´le´ments. Tous les re´sultats pre´sente´s ci-apre`s ont fait l’objet d’un test de convergence
montrant qu’un tel raffinement du maillage est suffisant.
Puisque nous souhaitons rendre compte des non-line´arite´s ge´ome´triques provenant des
mouvements de grande amplitude de ce mode`le, la proce´dure incre´mentale ’PASAPAS’
du logiciel CASTEM est utilise´e. Cette proce´dure utilise un sche´ma temporel de type
Newmark ou` les e´quations d’e´quilibre me´canique sont e´crites sur la configuration courante
a` chaque pas de temps (Verpeaux et al., 1988).
Ce mode`le e´le´ments finis pre´sente un grand nombre de modes propres. Les deux modes
propres auxquels nous nous inte´ressons particulie`rement sont repre´sente´s aux figures 4.1b
et 4.1c : le mode des branches est localise´ avec une flexion syme´trique des branches uni-
quement, de fac¸on analogue au mode des branches du mode`le e´le´mentaire du chapitre 2 ;
le mode de tronc met en jeu la flexion du tronc et aussi le´ge`rement la flexion des branches.
Ce mode de tronc est donc qualitativement diffe´rent de celui, parfaitement localise´, du
mode`le branche´ e´le´mentaire du chapitre 2. Les autres modes propres, plus complexes,
sont susceptibles d’intervenir dans la dynamique du mode`le et par conse´quent, modifier
le me´canisme d’amortissement par le branchement. Une section leur sera consacre´e par
la suite.
Enfin, pour de´crire la ge´ome´trie du mode`le, nous conservons des parame`tres sem-
blables a` ceux utilise´s pour le mode`le e´le´mentaire du chapitre 2. Nous choisissons deux
parame`tres adimensionnels : le rapport des fre´quences propres et le rapport des masses
modales respectivement donne´s par
Ω =
ω2
ω1
et Γ =
ℓ1m2
ℓ2m1
, (4.1)
ou` ω1, ω2, et m1, m2 sont les pulsations propres et les masses modales du mode de tronc
et du mode des branches respectivement.
4.1.2 Me´thode nume´rique
Pour les meˆmes raisons qu’au chapitre 2, une dissipation est introduite sur le mode des
branches uniquement. La matrice d’amortissement correspondante, note´e C, est obtenue
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a` partir de la matrice de masse M du mode`le e´le´ments finis suivant la formulation
C =
2ξbω2
m2
(
M ψb
)⊗ (M ψb)T , (4.2)
ou` ψb est le vecteur de la de´forme´e modale du mode des branches, ’⊗’ le produit tensoriel
et ξb le taux d’amortissement du mode des branches. Contrairement au choix classique
d’un amortissement de Rayleigh, proportionnel aux matrices de masse et de raideur, la
projection de la matrice C sur la base modale fournit un amortissement uniquement sur
le mode des branches, laissant tous les autres modes non amortis.
Le me´canisme d’amortissement par le branchement est e´value´ pour deux conditions
d’excitation, sche´matise´es a` la figure 4.2. Premie`rement, par analogie avec la condition
initiale donne´e au mode`le e´le´mentaire du chapitre 2, une condition initiale de laˆcher
est simule´e par une force statique et horizontale en haut du tronc, re´sultant en une
de´formation initiale de flexion du tronc (figure 4.2a). Deuxie`mement, afin de de´montrer
la robustesse du me´canisme d’amortissement par le branchement par rapport a` d’autres
types d’excitation, une seconde me´thode consiste a` forcer harmoniquement le mode de
tronc (figure 4.2b).
λ F
(a)
λ
M0 cosωft
(b)
Figure 4.2 – Conditions d’excitation du mode`le branche´ continu. (a) Condition initiale
de laˆcher par la flexion du tronc, obtenue par l’application d’une force horizontale et
statique en haut du tronc. (b) Condition de forc¸age obtenue par l’interme´diaire d’un
moment oscillant a` la base du tronc.
Dans le cas du laˆcher, l’e´nergie me´canique initiale, note´e E0, est normalise´e telle qu’elle
vaille 1 lorsque le de´placement total du haut du tronc λ (figure 4.2a) atteint la longueur
du tronc, c.-a`-d. λ = ℓ1. La projection de cette force horizontale sur la base des modes
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line´aires est donne´e au tableau 4.1 en termes d’e´nergie.
Mode de tronc Mode des branches Autres modes
94,3% 0% 5,7%
Tableau 4.1 – Re´partition modale de l’e´nergie initiale E0 provenant de la force statique
dans la condition de laˆcher.
L’e´nergie initiale apporte´e par la condition de laˆcher est principalement localise´e sur
le mode de tronc. Bien qu’une faible partie de cette e´nergie soit pre´sente sur les autres
modes, le mode des branches ne posse`de pas d’e´nergie initiale, comme au chapitre 2. Ceci
reste vrai quel que soit le niveau d’e´nergie initiale car la force est applique´e sur le tronc
alors que le mode des branches, line´aire ou non line´aire (comme nous l’avions observe´
a` la figure 2.2 pour le mode`le branche´ du chapitre 2), reste uniquement localise´ dans
les branches. Ainsi, pour cette condition de laˆcher, le me´canisme d’amortissement par le
branchement est e´tudie´ avec le meˆme crite`re qu’au chapitre 2 : d’apre`s la de´croissance de
l’e´nergie totale durant la premie`re pe´riode du mode de tronc, e´quations (2.13) et (2.14).
Dans le cas du forc¸age (figure 4.2b), le moment oscillant est exerce´ sur le tronc a`
une distance de ℓ1/10 de la base avec une amplitude M0. Nous notons Ωf le rapport
de la fre´quence d’excitation ωf sur celle du mode de tronc ω1. Nous nous inte´ressons a`
l’amplitude d’oscillation du tronc λ (figure 4.2b) atteinte en re´gime e´tabli en fonction de
Ωf , pour un niveau de forc¸ageM0 donne´. L’amortissement effectif est de´fini classiquement
(Den Hartog, 2007) par
ξeff =
1
2
λstat
λre´so
. (4.3)
ou` λre´so est l’amplitude maximale de la re´ponse fre´quentielle a` la re´sonance et λstat est
l’amplitude statique, respectivement donne´es par
λre´so = max
Ωf
λ(Ωf) et λstat = λ(Ωf=0) . (4.4)
Ainsi, pour une fre´quence de forc¸age proche de celle du mode de tronc, l’amplitude d’os-
cillation du tronc ne sera limite´e que par le me´canisme d’amortissement par le branche-
ment, puisque le mode de tronc n’est pas amorti. Enfin, les meˆmes valeurs de re´fe´rence
des quatre parame`tres Ω, Γ, φb et ξb que celles de´ja` utilise´es au chapitre 2, e´quation
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(2.22), sont choisies.
4.1.3 Excitation par laˆcher
A` partir de la condition initiale de laˆcher, la simulation nume´rique de la dynamique
libre du mode`le continu produit des e´volutions des e´nergies modales tre`s semblables a`
celles obtenues pour le mode`le e´le´mentaire du chapitre 2.
La figure 4.3 expose l’amortissement effectif en fonction de l’e´nergie initiale E0, ac-
compagne´ d’un rappel du re´sultat du chapitre 2 (figure 2.5).
E0
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Figure 4.3 – Effet de l’e´nergie initiale E0 sur l’amortissement effectif ξeff pour le mode`le
branche´ continu, en trait continu (——). Rappel du re´sultat pour le mode`le e´le´mentaire
du chapitre 2 (figure 2.5), en trait discontinu (– – –). Les valeurs des parame`tres sont
celles de re´fe´rence, e´quation (2.22).
De la meˆme fac¸on que pour le mode`le e´le´mentaire, nous observons sur la figure 4.3
que l’amortissement effectif du mode`le branche´ continu augmente avec l’e´nergie. L’amor-
tissement effectif de´passe le´ge`rement 3% pour une e´nergie initiale maximale (E0 = 1). Ce
comportement est tre`s semblable a` celui observe´ pour le mode`le e´le´mentaire du chapitre 2.
Comme pour le mode`le e´le´mentaire du chapitre 2, les effets des parame`tres ge´ome´triques
autour des valeurs de re´fe´rence sont expose´s aux figures 4.4a–d, normalise´es par l’e´nergie
initiale E0 et pour trois niveaux d’e´nergie initiale.
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Figure 4.4 – Effets des quatre parame`tres du mode`le branche´ continu sur l’amortissement
effectif normalise´ par l’e´nergie initiale, ξeff/E0, pour trois niveaux d’e´nergie, E0 = 0,01
(· · · · · · ), E0 = 0,1 (– – –) et E0 = 1 (——). Les valeurs des parame`tres sont celles de
re´fe´rence lorsqu’ils ne varient pas, e´quation (2.22), indique´es sur chaque figure par un trait
vertical (— –). (a) Effet de l’angle de branchement φb. (b) Effet du taux d’amortissement
du mode des branches ξb. (c) Effet du rapport des fre´quences Ω. (d) Effet du rapport des
inerties Γ.
De fac¸on ge´ne´rale, nous observons sur la figure 4.4 que les de´pendances aux parame`tres
sont proches de celles trouve´es pour le mode`le branche´ e´le´mentaire du chapitre 2 (figure
2.6). Ce re´sultat est un premier indice de l’applicabilite´ du me´canisme d’amortissement
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par le branchement pour des structures plus re´alistes. Toutefois, en comparaison au cas
du mode`le du chapitre 2, plusieurs diffe´rences apparaissent avec des comportements plus
complexes.
Premie`rement, l’angle de branchement optimal, observe´ sur la figure 4.4a, est proche
de φb = 2π/3, quel que soit le niveau d’e´nergie E0. Cette valeur optimale n’e´tait observe´e
et explique´e que pour une e´nergie initiale forte (E0 = 1) dans le cas du mode`le du chapitre
2 (figure 2.6a). Ceci peut s’expliquer par des forces gyroscopiques applique´es de fac¸on plus
complexes sur les branches par le mouvement du tronc. Le niveau d’amortissement effectif
pour la valeur de re´fe´rence (φb = π/2) reste cependant fort.
Deuxie`mement, nous observons sur la figure 4.4b que l’amortissement effectif aug-
mente de fac¸on quasi-monotone avec l’amortissement ξb du mode des branches, notam-
ment pour une e´nergie initiale e´leve´e. Ce parame`tre pre´sente une grande gamme de va-
leurs, entre 0,1 et 1, apportant un amortissement effectif e´leve´. Ceci sugge`re un sche´ma
d’e´change d’e´nergie modale plus complexe, impliquant d’autres modes de la structure.
L’hypothe`se pre´ce´dente est e´taye´e par la figure 4.4c ou` l’amortissement effectif est
bien supe´rieur pour un rapport des fre´quences modales Ω = 3 plutoˆt qu’a` la re´sonance
pour Ω = 2. Ceci sugge`re la pre´sence de re´sonances internes multiples. Toutefois, nous
observons que ce comportement est atte´nue´ pour une e´nergie initiale maximale (E0 =
1), ou` l’amortissement effectif est quasiment constant pour Ω entre 1,5 et 3. De fac¸on
singulie`re, nous remarquons que l’amortissement effectif s’annule pour Ω = 1, quel que
soit le niveau d’e´nergie initiale. Ceci s’explique par le fait que pour une valeur du rapport
des inerties Γ non nul, la valeur Ω = 1 repre´sente une limite physique ou` la longueur des
branches, ℓ2, compare´e au tronc, tend vers 0.
Finalement, l’amortissement effectif augmente avec le rapport de masse Γ (figure 4.4d),
mais de fac¸on plus complexe que pour le mode`le du chapitre 2 (figure 2.6d). Ce parame`tre
influence beaucoup la re´partition des fre´quences modales des modes propres autres que
le mode des branches et le mode de tronc. Ceci doit eˆtre la raison pour laquelle nous
observons un changement abrupte pour Γ ≈ 0.3, pour des e´nergies faibles (E0 = 0,01)
et moyennes (E0 = 0,1). En effet, un indice de la contribution des modes supe´rieurs au
me´canisme d’amortissement par le branchement sera expose´ a` la section suivante. Ce
comportement est atte´nue´ pour une e´nergie initiale maximale, ou` l’amortissement effectif
de´croˆıt le´ge`rement a` partir de Γ ≈ 0,2.
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4.1.4 Excitation par forc¸age
Dans le but de caracte´riser la robustesse du me´canisme d’amortissement par le bran-
chement vis-a`-vis d’autres types d’excitation, nous e´tudions ici la re´ponse dynamique a`
un forc¸age du tronc, de´crit a` la section 4.1.2.
La figure 4.5 expose la re´ponse fre´quentielle du syste`me force´ normalise´e par la re´ponse
statique λstat, en fonction de la fre´quence de forc¸age Ωf et pour deux valeurs d’amplitude
du forc¸age M0.
Ωf
λ
λstat
0 1
100
101
Figure 4.5 – Re´ponse fre´quentielle du mode`le branche´ continu a` un forc¸age applique´ a`
la base du tronc, avec une fre´quence relative Ωf (figure 4.2b). L’amplitude du tronc λ est
normalise´e par la re´ponse statique λstat, e´quation (4.4). Forc¸age de grande amplitude en
trait continu (——) et de moyenne amplitude en trait discontinu (– – –). Les valeurs
des parame`tres sont celles de re´fe´rence, e´quation (2.22).
Le pic de re´sonance pour Ωf = 1 correspond a` la re´sonance du mode de tronc. Nous
observons sur la figure 4.5 que l’amplitude de ce pic est finie, attestant de la pre´sence
du me´canisme d’amortissement par le branchement puisque le mode de tronc n’est pas
amorti. Nous remarquons que l’amplitude du pic est le´ge`rement plus e´leve´e pour une am-
plitude de forc¸age moyenne en comparaison au cas d’un forc¸age de grande amplitude. Afin
de comparer ces re´sultats a` ceux obtenus pre´ce´demment par la me´thode du laˆcher, nous
associons a` l’amplitude statique λstat, donne´e par M0, un niveau d’e´nergie e´quivalent E0.
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Dans le cas du forc¸age d’amplitude moyenne, l’amplitude statique atteint λstat = 0,05 ℓ1.
Elle atteint λstat = 0,1 ℓ1 dans le cas d’un forc¸age d’amplitude e´leve´e. Par conse´quent,
les amplitudes des pics de re´sonance de la figure 4.5 sont respectivement λ = 0,65 ℓ1 et
λ = ℓ1, ce qui e´quivaut respectivement a` une e´nergie moyenne E0 = 0,4 et maximale de
E0 = 1. Ces valeurs sont rassemble´es dans le tableau 4.2 :
λstat/ℓ1 λre´so/ℓ1 E0 ξeff
0,1 1 1 5%
0,05 0,65 0,4 4%
Tableau 4.2 – Amortissement effectif pour un forc¸age du tronc associe´ a` une e´nergie
e´quivalente pour les deux amplitudes de forc¸age.
De tels niveaux d’amortissement effectif, pour ces niveaux d’e´nergie, sont supe´rieurs
aux valeurs trouve´es dans le cas du laˆcher (figure 4.3). Cette diffe´rence peut s’expliquer
par le fait que contrairement au cas du forc¸age, le mode des branches n’a pas d’e´nergie
initialement dans le cas de la me´thode du laˆcher. Ces re´sultats constituent un autre indice
de la robustesse du me´canisme d’amortissement par le branchement vis-a`-vis d’autres
types d’excitation et sa validite´ dans le cadre de structures continues.
Contribution des modes supe´rieurs
Lorsque la fre´quence du forc¸age augmente, d’autres modes sont excite´s. La figure 4.6
pre´sente la re´ponse fre´quentielle au forc¸age pour des fre´quences d’excitation plus e´leve´es.
Nous observons un second pic de re´sonance a` une fre´quence Ωf ≈ 2. Ce pic ne cor-
respond pas au mode des branches puisqu’il ne peut pas eˆtre directement excite´ par une
force a` la base du tronc (figure 4.1c). En fait, ce pic correspond a` un autre mode qui peut
eˆtre excite´ par une force sur le tronc et dont la fre´quence propre est tre`s proche de celle
du mode des branches. Nous observons que ce mode est amorti, bien qu’il ne pre´sente
pas d’amortissement propre. Par conse´quent, il semble que le me´canisme d’amortisse-
ment par le branchement, comme pour le mode de tronc, rentre e´galement en jeu pour
ce mode. Cependant, un autre phe´nome`ne peut expliquer, au moins en partie, l’amor-
tissement apparent de ce mode. Nous remarquons sur la figure 4.6 que la fre´quence de
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Figure 4.6 – Re´ponse fre´quentielle du mode`le branche´ continu. Extension de la figure
4.5 pour un rapport de fre´quence entre 1,5 et 3.
re´sonance de ce mode diminue avec l’e´nergie. Ce phe´nome`ne non line´aire, appele´ assou-
plissement, peut alors eˆtre la source d’une erreur d’estimation de l’amortissement re´el du
mode provenant du fait que le re´gime e´tabli est atteint depuis une position au repos de
la structure (Vakakis & Gendelman, 2009). Ne´anmoins, cette observation appuie les ten-
tatives de description des comportements observe´s pour les de´pendances aux parame`tres
ge´ome´triques aux figures 4.4a–d par la contribution d’autres modes.
En conclusion, il apparaˆıt que les caracte´ristiques principales du me´canisme d’amor-
tissement par le branchement sont toujours pre´sentes dans une structure ayant une dy-
namique plus complexe et pour d’autres types d’excitation.
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4.2 Expe´rience illustrative
Dans le but d’illustrer le me´canisme d’amortissement par le branchement sur une
structure re´elle, les re´sultats d’une expe´rience sur une structure flexible et branche´e,
similaire aux mode`les pre´ce´dents, sont pre´sente´s ici.
4.2.1 Description
La structure expe´rimentale, sche´matise´e a` la figure 4.7, est constitue´e de lamelles en
PVC.
Masses re´glables
Amortisseur en caoutchouc
Encastrement
340mm
230mm
30mm
30mm
3mm
1mm
Figure 4.7 – Structure expe´rimentale constitue´e de deux lamelles de PVC colle´es en
forme de ’T’. L’amortisseur en caoutchouc et les masses re´glables permettent de re´gler le
taux d’amortissement et la fre´quence des branches.
La premie`re lamelle, constituant le tronc, a une longueur de 340 mm, une section de 3
mm d’e´paisseur sur 30 mm de largeur et est encastre´e a` sa base par serrage dans un e´tau.
La seconde lamelle, constituant les branches, d’une longueur totale de 2×230 mm et d’une
section de 1 mm d’e´paisseur sur 30 mm de largeur, est dispose´e syme´triquement et colle´e
’a` plat’ en haut du tronc. L’utilisation de lamelles permet de privile´gier le mouvement
de flexion du tronc dans la direction de son e´paisseur. De meˆme, les branches ont un
mouvement privile´gie´ dans la direction de leur e´paisseur. La structure forme alors un ’T’,
analogue aux structures pre´ce´dentes avec un angle de branchement φb = π/2.
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Les deux modes propres auxquels nous nous inte´ressons sont le mode de tronc et le
mode des branches, expose´s a` la figure 4.8.
(a) (b)
Figure 4.8 – Modes propres de la structure expe´rimentale. (a) Mode de tronc. (b) Mode
des branches. Les autres modes propres ont des fre´quences bien plus e´leve´es du fait de la
conception de la structure, permettant la visualisation aise´e des transferts d’e´nergie entre
les deux modes.
Cette disposition des branches, ’a` l’e´querre’ du tronc, assure que les modes autres
que le mode de tronc ou le mode des branches aient des fre´quences bien supe´rieures et
soient donc e´carte´s de la dynamique de la structure dans cette expe´rience. Dans le but
de conserver un rapport des fre´quences propres, e´quation (4.1), proche de la valeur de
re´fe´rence Ω = 2, deux petites masses re´glables sont ajoute´es sur les branches (figure 4.7).
De meˆme, afin d’apporter un niveau suffisant d’amortissement au mode des branches, un
morceau de caoutchouc est colle´ au niveau du point de branchement, la` ou les changements
de courbure des branches sont les plus importants (figure 4.7). Le re´glage des masses et de
la quantite´ de caoutchouc ont e´te´ fait par une mesure des oscillations libres des branches,
le tronc e´tant bloque´, pour obtenir les valeurs souhaite´es de ξb et Ω. Enfin, d’apre`s la
de´finition du rapport des inerties Γ, e´quation (4.1), nous obtenons Γ = 0,22 d’apre`s la
ge´ome´trie de la structure.
4.2.2 Proce´dure expe´rimentale
Dans le but de quantifier expe´rimentalement l’amortissement effectif dans cette struc-
ture, nous re´alisons une proce´dure de laˆcher sur le tronc analogue a` celle utilise´e pour le
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mode`le de la section pre´ce´dente (figure 4.2a) Une photographie du montage expe´rimental
est pre´sente´e a` la figure 4.9.




Figure 4.9 – Photographie du montage expe´rimental. (a) Structure expe´rimentale en-
castre´e dans un e´tau. (b) Fil de nylon. (c) Molette de re´glage de la tension du fil. (d)
Capteur de de´placement. (e) Module d’acquisition. (f) Logiciel d’analyse.
La flexion pre´cise du tronc et son maintien avant le laˆcher sont assure´s par un fil de
nylon dont la longueur est re´gle´e par une molette (figure 4.9). Le fil est rompu a` l’aide
d’une flamme pour obtenir un laˆcher sans vitesse initiale. Les mesures des oscillations du
tronc sont re´alise´es a` une hauteur d’environ un quart de la hauteur du tronc, a` l’aide d’un
capteur de de´placement (Keyence LB-70W) par interfe´rome´trie laser. Le signal du capteur
est converti par un module d’acquisition (Sony EX-IF10) puis analyse´ sur ordinateur par
le logiciel PAK. L’oscillation libre du tronc est mesure´e pendant une pe´riode. L’oscillation
des branches est a` l’inverse difficile a` mesurer car leur mouvement est compose´ et plus
complexe. Pour cette raison, contrairement aux mode`les pre´ce´dents, l’amortissement est
de´fini par le seul interme´diaire de la mesure de la de´croissance des oscillations du tronc.
Bien que moins pre´cise, cette me´thode reste une bonne approximation de l’amortissement
global de la structure. En effet, en nous basant sur l’analyse du mode`le du chapitre
2 (figure 2.3), l’e´nergie rec¸ue par les branches est faible en comparaison de l’e´nergie
contenue dans le tronc.
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Enfin, dans cette expe´rience, une partie non ne´gligeable de l’amortissement mesure´
directement via la de´croissance de l’amplitude du tronc peut provenir de phe´nome`nes
tels que l’amortissement structurel du PVC ou l’amortissement ae´rodynamique. Par
conse´quent, afin de distinguer la partie de l’amortissement provenant uniquement du
me´canisme d’amortissement par le branchement, une me´thode analogue a` celle utilise´e
dans le cas du mode`le en interaction avec un fluide sera utilise´e (section 3.2.3 du chapitre
3). L’amortissement effectif est donc de´fini par la diffe´rence entre l’amortissement de la
structure avec les branches oscillant librement et l’amortissement de la structure ayant les
branches bloque´es artificiellement, dans les meˆmes conditions de laˆcher. Le blocage des
branches est effectue´ en les rigidifiant avec une baguette de masse faible et simplement
maintenue avec de l’adhe´sif.
4.2.3 Re´sultats
Afin d’illustrer la me´thode de comparaison pour la mesure du me´canisme d’amortis-
sement par le branchement, la figure 4.10 pre´sente les mesures des oscillations du tronc
pour une amplitude de laˆcher maximale pour le cas de la structure avec les branches
libres en comparaison au cas avec les branches bloque´es.
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Figure 4.10 – Oscillation du tronc apre`s un laˆcher pour E0 = 1. Cas avec les branches
bloque´e artificiellement en trait discontinu (– – –). Cas avec les branches oscillant li-
brement en trait continu (——). L’amortissement effectif est de´fini comme la diffe´rence
entre les amortissements des ces oscillations.
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Nous observons que le cas ou` les branches oscillent librement est plus amorti que
le cas ou` les branches sont bloque´es. Pour quantifier le me´canisme d’amortissement par
le branchement en fonction de l’e´nergie initiale E0, celle-ci est estime´e par le carre´ de
l’amplitude initiale mesure´e par le capteur. Elle est normalise´e telle qu’elle vaille 1 pour
un de´placement total du haut du tronc e´gale a` la hauteur du tronc, de fac¸on identique a`
la section pre´ce´dente pour le cas du mode`le excite´ par un laˆcher. La figure 4.11 pre´sente
l’amortissement en fonction de l’e´nergie initiale pour les deux cas : branches libres et
branches bloque´es.
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Figure 4.11 – Mesures expe´rimentales du taux d’amortissement total en fonction de
l’e´nergie initiale pour le cas ou` les branches oscillent librement (——) et le cas ou` elles
sont bloque´es (– – –).
Un e´ventuel biais de mesure provenant de l’e´talonnage du capteur n’a pas d’impact
sur la valeur de l’amortissement puisque celle-ci est calcule´e a` partir du rapport entre
l’amplitude du laˆcher initiale et l’amplitude de la premie`re pe´riode (figure 4.10). Ainsi,
l’incertitude de mesure est estime´e d’apre`s la pre´cision du capteur.
Nous observons sur la figure 4.11 des e´volutions du taux d’amortissement semblables a`
celles observe´es pour le mode`le branche´ en interaction avec un fluide du chapitre pre´ce´dent
(figure 3.5). Pour une e´nergie initiale faible, l’amortissement est non nul car la struc-
ture posse`de un amortissement structurel provenant du mate´riau. Nous observons que
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l’amortissement de´pend grandement de l’e´nergie initiale du laˆcher, meˆme dans le cas
ou` les branches sont bloque´es. Cette e´volution provient en partie de l’amortissement
ae´rodynamique. Pour des niveaux de faibles e´nergie, les re´sultats sont identiques entre
le cas ou` les branches sont libres et le cas ou` elles sont bloque´es. A` mesure que le ni-
veau d’e´nergie augmente, nous observons une diffe´rence importante entre les deux cas.
Cette diffe´rence atteste de la pre´sence du me´canisme d’amortissement par le branchement
dans cette structure expe´rimentale. Pour une e´nergie maximale (E0 = 1), ce me´canisme
repre´sente plus de 30% de l’amortissement total. Le me´canisme d’amortissement par le
branchement permet donc d’ajouter une quantite´ importante d’amortissement a` la struc-
ture. La figure 4.12 pre´sente le taux d’amortissement effectif ξeff supple´mentaire apporte´
par ce me´canisme et de´fini par la diffe´rence des courbes de la figure 4.11.
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Figure 4.12 – Taux d’amortissement effectif de la structure expe´rimentale apporte´ par le
branchement en fonction de l’e´nergie. Rappel du cas du mode`le e´le´mentaire du chapitre
2 (· · · · · · ) et du cas du mode`le continu de la section pre´ce´dente (– – –).
Nous observons que l’amortissement effectif augmente avec l’e´nergie de fac¸on analogue
a` l’amortissement effectif du mode`le du chapitre 3 (figures 3.6). Le taux d’amortissement
effectif atteint plus de 2% pour une e´nergie maximale (E0 = 1). Une telle valeur d’amor-
tissement, aux vues des valeurs des parame`tres de cette structure, est semblable aux
re´sultats obtenus pour les mode`les pre´ce´dents. Cette expe´rience prouve que le me´canisme
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d’amortissement par le branchement, identifie´ et caracte´rise´ sur les mode`les pre´ce´dents,
peut eˆtre applique´ dans le cas de structures re´elles.
4.3 Discussion
L’objectif de ce chapitre e´tait de de´montrer la validite´ du concept d’amortissement
par le branchement dans le cas de structures continues.
Dans la premie`re partie, par la me´thode des e´le´ments finis, nous avons e´tudie´ la
dynamique d’un mode`le branche´ constitue´ de poutres. Ce mode`le pre´sente un grand
nombre de modes propres dont aucun n’est artificiellement bloque´, contrairement au
mode`le branche´ a` deux degre´s de liberte´ des chapitres 2 et 3, ou` un mouvement syme´trique
des branches e´tait impose´. La pre´sence du me´canisme d’amortissement par le branchement
dans ce mode`le a e´te´ de´montre´e de fac¸on non ambigu¨e. Les caracte´ristiques du me´canisme
sont tre`s semblables a` celles identifie´es dans le mode`le e´le´mentaire du chapitre 2. Enfin,
nous avons montre´ qu’une excitation par forc¸age donnait des re´sultats comparables, en
termes d’amortissement effectif, a` ceux obtenus par la condition de laˆcher.
La seconde partie de ce chapitre portait sur l’illustration expe´rimentale du concept
d’amortissement par le branchement. Une structure branche´e a e´te´ conc¸ue de telle manie`re
que le mode de tronc et le mode des branches soient parfaitement localise´s et re´gle´s
en fre´quence. Puisque cette structure pre´sente des conditions externes non maˆıtrisables,
comme un amortissement ae´rodynamique, une me´thode d’identification de l’amortisse-
ment effectif de´ja` utilise´e au chapitre 3 (section 2) a e´te´ utilise´e. Les mesures des taux
d’amortissement ont montre´ la forte contribution (30% supple´mentaire) du me´canisme
d’amortissement par le branchement a` l’amortissement total de la structure. Ainsi, le
taux d’amortissement effectif supple´mentaire est de l’ordre de 2% pour des vibrations de
grande amplitude.
Bien que des phe´nome`nes dynamiques plus complexes apparaissent dans les structures
re´elles (re´sonances multiples, amortissement structurel, amortissement ae´rodynamique,
etc.), leur pre´sence ne semblent pas troubler le me´canisme d’amortissement par le bran-
chement. Ce re´sultat ouvre la voie a` diffe´rents types d’application : c’est l’objet du cha-
pitre suivant.
Chapitre 5
Applications
Dans la premie`re partie de ce chapitre, une application possible du me´canisme d’amor-
tissement par le branchement est pre´sente´e : un amortisseur branche´ de rotation base´
sur le principe du TMD. Ce dispositif, de´nomme´ TMBD pour ’Tuned-Mass-Branched-
Damper’ a pour but d’eˆtre spe´cifique a` l’amortissement des vibrations de rotation de
grande amplitude.
La seconde partie de ce chapitre porte sur les structures ramifie´es. La premie`re e´tape
consiste a` confronter les caracte´ristiques du me´canisme d’amortissement par le bran-
chement aux caracte´ristiques dynamiques particulie`res des arbres afin d’apporter des
arguments quant a` la pre´sence de ce me´canisme protecteur dans les arbres. Puisque ces
structures naturelles pre´sentent des ge´ome´tries complexes et surtout tre`s ramifie´es, l’in-
fluence directe de la ramification sur le me´canisme d’amortissement par le branchement
sera e´tudie´e par la suite, a` l’aide d’un mode`le ramifie´ discret base´ sur le mode`le du cha-
pitre 2. Enfin, les re´sultats pre´ce´dents nous permettrons de de´velopper deux applications
illustratives de structures continues ramifie´es, base´es sur le mode`le du chapitre 4.
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5.1 Amortisseur branche´ de rotation
L’ide´e d’application pre´sente´ ici repose sur deux constations : l’une pour le TMD,
l’autre pour le me´canisme d’amortissement par le branchement. Tout d’abord, les amor-
tisseurs passifs de type TMD, dont une application a e´te´ pre´sente´e en introduction (figure
1.3), sont efficaces malgre´ leur rapport de masse faible mais restent non spe´cifiques aux
vibrations de grande amplitude. Toutefois, ils sont fonde´s sur un principe de re´sonance
et par conse´quent, subissent des vibrations de grande amplitude. Par ailleurs, nous avons
montre´ que le me´canisme d’amortissement effectif n’est efficace que pour des grandes
amplitudes de mouvement. Nous proposons donc de coupler ces deux caracte´ristiques
dans un mode`le de ’Tuned-Mass-Branched-Damper’ qui aurait pour but d’eˆtre spe´cifique
a` l’amortissement curatif des vibrations de rotation de grande amplitude.
5.1.1 De´finition du mode`le
Nous reprenons le mode`le branche´ a` deux degre´s de liberte´ du chapitre 2 qui constitue
le TMBD couple´ a` un mode`le de structure en rotation d’inertie de rotation Js, de raideur
ks et donc la rotation est parame´tre´ par l’angle ψ (figure 5.1).
φb φbm2 m2
m1
k2 k2
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ℓ2 ℓ2
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Figure 5.1 – Application du me´canisme d’amortissement par le branchement : le TMBD.
(a) Ge´ome´trie au repos du dispositif TMBD couple´ a` une structure en rotation au repos.
(b) Mouvement parame´tre´ par l’angle de rotation du tronc θ, l’angle des branches φ et
l’angle de la structure ψ a` amortir.
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Comme pour l’obtention du syste`me d’e´quations du mode`le du chapitre 2, nous ex-
primons respectivement l’e´nergie cine´tique et l’e´nergie potentielle par
Ec =
1
2
((
m1ℓ1
2 + 2m2(ℓ1
2 + 2ℓ1ℓ2 cos(φb+φ) + ℓ2
2)
)
θ˙2 + 2m2ℓ2
2φ˙2
)
+
1
2
Jsψ˙
2 , (5.1)
et
Ep =
1
2
(
ksψ
2 + k1(ψ − θ)2 + 2k2φ2
)
. (5.2)
Apre`s utilisation des e´quations de Lagrange avec ces e´nergies, le syste`me d’e´quations
sur les degre´s de liberte´, ψ, θ et φ s’e´crit
Js ψ¨ + ks ψ = k1 (θ − ψ),
Jθ θ¨ + k1 (θ − ψ) = 4m2ℓ1ℓ2
(
θ˙ φ˙ sin(φb+Φ)− θ¨
(
cos(φb+Φ)− cosφb
))
,
2m2ℓ2
2 φ¨+ 2k2 φ = −2m2ℓ1ℓ2 θ˙2 sin(φb+Φ),
(5.3)
ou` l’inertie Jθ est donne´e par l’e´quation (2.4). Le syste`me (5.3) est adimensionne´ avec les
meˆmes changements de variables qu’au chapitre 2, e´quation (2.6), avec en plus
Ψ(τ) = ψ(t)
√
ℓ1
ℓ2
, Ωs =
ωs
ω1
et J =
Jθ
Js
, (5.4)
ou` ωs =
√
ks/Js est la pulsation propre de la structure principale ; Ωs est le rapport de
cette pulsation sur celle du TMBD ; et J est le rapport de l’inertie du TMBD sur celle de
la structure principale. C’est ce parame`tre qui est couramment nomme´ rapport de masse
et qui est de l’ordre de quelques pour-cents dans la plupart des applications d’inge´nierie
des TMDs. Afin de mettre en avant le fait que ce dispositif est un amortisseur visant a`
dissiper l’e´nergie d’une structure de´ja` existante, nous conservons une telle valeur pour
ce parame`tre. Avec ce changement de variables adimensionnelles, le syste`me d’e´quations
(5.3) devient
Ψ¨ + (Ω2s + J)Ψ = J Θ,
Θ¨ + Θ = Ψ+ 2Γ
(
Θ˙ Φ˙ sin(φb+Φ)− Θ¨
(
cos(φb+Φ)− cosφb
))
,
Φ¨ + Ω2Φ = −Θ˙2 sin(φb+Φ).
(5.5)
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Nous observons dans le syste`me (5.5) que les e´quations pour Θ et Ψ sont line´airement
couple´es. Nous pourrions diagonaliser ce syste`me par un changement de variables pour
obtenir un nouveau syste`me sans couplages line´aires. Cependant, dans le but de re´aliser
une e´tude facilement comparable a` celles pre´ce´dentes, nous conservons cette forme ex-
plicite avec les degre´s de liberte´ initiaux. Le terme de ’mode de tronc’ n’a donc pas de
sens et ne sera pas utilise´ dans ce chapitre. Toutefois, ce syste`me est de´ja` partiellement
diagonalise´ puisque l’angle des branche Φ ne posse`de pas de couplage line´aire avec les
autres degre´s de liberte´. On conserve alors l’appellation de ’mode des branches’.
5.1.2 Crite`res de comparaison au TMD
Le TMBD e´tant inspire´e du TMD, nous allons comparer leurs performances respec-
tives. Les performances d’un TMD sont classiquement caracte´rise´es par la re´ponse force´e
de la structure principale, dont un exemple a e´te´ pre´sente´ a` la figure 1.3 en introduction de
cette the`se. Les performances du TMBD seront caracte´rise´es de la meˆme manie`re. Dans
ce but, la structure principale est force´e par un moment d’amplitude m0 et de pulsation
ωf . Les deux variables adimensionnelles correspondantes sont respectivement
M0 =
m0
ks
√
ℓ1
ℓ2
et Ωf =
ωf
ωs
. (5.6)
L’amplitude d’oscillation en re´gime e´tabli de la structure principale sera note´e Ψ¯.
C’est cette amplitude qui de´termine les performances de chaque amortisseur.
Afin de comparer deux syste`mes e´quivalents par ailleurs, nous choisissons deux crite`res
de comparaison entre le TMD et le TMBD.
Le premier crite`re est que les deux syste`mes aient le meˆme rapport d’inertie et le
meˆme rapport de fre´quence. Dans ce but, le TMD de re´fe´rence ne sera autre que l’amor-
tisseur branche´ lui-meˆme avec les branches bloque´es artificiellement, c.-a`-d. Φ = 0 dans
le syste`me (5.5). Nous choisissons pour le rapport d’inertie la valeur J = 0.01, soit 1%
de l’inertie de la structure principale, et Ωs = 1 pour le rapport de fre´quence. Ces va-
leurs sont classiques pour un TMD, comme explique´ en introduction et dans la section
pre´ce´dente.
Le second crite`re est que les deux syste`mes utilisent la meˆme quantite´ de matie`re
dissipative. Dans ce but, nous partons de la quantite´ de matie`re dissipative utilise´e pour le
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TMD. Cette quantite´ e´quivaut a` un taux d’amortissement note´ ξTMD qui est un parame`tre
d’optimisation important pour un TMD. Une optimisation robuste et classique du TMD
consiste a` minimiser l’amplitude de la structure principale Ψ¯ pour toutes fre´quences de
forc¸age Ωf (Den Hartog, 2007). Pour les valeurs de J et Ωs choisies pre´ce´demment, cette
optimisation donne la valeur ξTMD = 6% que nous choisissons pour le TMD de re´fe´rence.
Par conse´quent, le syste`me d’e´quations re´gissant le TMD de re´fe´rence est
Ψ¨ + 2JξTMDΨ˙ + (Ω
2
s + J)Ψ = J(Θ + 2ξTMDΘ˙) + JM0 cos(ΩsΩfτ),
Θ¨ + 2ξTMDΘ˙ + Θ = Ψ+ 2ξTMDΨ˙.
(5.7)
Notons que ξTMD intervient dans les deux e´quations du syste`me (5.7) car la dissipation
intervient sur le mouvement relatif (Θ−Ψ). Les e´quations re´gissant le TMBD sont
Ψ¨ + 2JξtΨ˙ + (Ω
2
s+J)Ψ = J(Θ + 2ξtΘ˙) + JM0 cos(ΩsΩfτ),
Θ¨ + 2ξtΘ˙ + Θ = Ψ+2ξtΨ˙ + 2Γ
(
Θ˙Φ˙ sin(φb+Φ)− Θ¨
(
cos(φb+Φ)− cosφb
))
,
Φ¨ + 2ΩξbΦ˙ + Ω
2Φ = −Θ˙2 sin(φb+Φ),
(5.8)
ou` l’amortissement du TMBD est re´partie entre le tronc avec ξt et les branches avec
ξb. Ainsi, le second crite`re sur la meˆme quantite´ de matie`re dissipative pour les deux
syste`mes s’exprime par
ξt + ΩΓ ξb = ξTMD (5.9)
Les valeurs des parame`tres du branchement pour le TMBD sont celles utilise´es aux
chapitres 2 et 3 avec φb = π/2, Ω = 2 et Γ = 0,2. Enfin, nous choisissons arbitrairement
une re´partition e´gale de l’amortissement entre le tronc et les branches. Par conse´quent,
d’apre`s l’e´quation (5.9) et la valeur de ξTMD, nous obtenons ξt = 0,03 et ξb = 0,05.
Les performances des deux syste`mes en termes d’amortissement de la structure prin-
cipale peuvent donc eˆtre compare´es, en fonction de niveau M0 et la fre´quence Ωf du
forc¸age.
5.1.3 Re´sultats
Comme dans les e´tudes des chapitres 2 et 3, les syste`mes d’e´quations (5.7) du TMD et
(5.8) du TMBD sont re´solus nume´riquement. Le re´gime e´tabli est atteint a` partir d’une
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condition initiale au repos, apre`s un nombre suffisant de pe´riodes d’oscillation.
La figure 5.2 montre l’amplitude de la structure force´e en re´gime e´tabli Ψ¯, normalise´e
par la de´forme´e statique Ψstatique = M0J/Ω
2
s , pour une amplitude de forc¸age avec M0 =
0.5.
Ωf
Ψ¯
Ψstatique
0
1
1 2
0,9 1,1
100
101
101
Figure 5.2 – Amplitude de la structure force´e en re´gime e´tabli Ψ¯, normalise´e par la
de´forme´e statique Ψstatique en fonction de la fre´quence de forc¸age Ωf et pour une am-
plitude de forc¸age moyenne M0 = 0,5. Cas du TMD en trait pointille´ (· · · · · · ). Cas du
TMBD en trait continu (——). Les deux syste`mes ont les meˆmes rapports d’inertie et de
fre´quence, et utilisent la meˆme quantite´ de matie`re dissipative. Les valeurs des parame`tres
du branchement du TMBD sont celles de re´fe´rence avec φb = π/2, Ω = 2, Γ = 0,2.
L’amortissement apporte´ par le TMD est inde´pendant de l’amplitude de forc¸age M0
puisque le syste`me est line´aire. La courbe en pointille´ de la figure 5.2 est la meˆme que celle
expose´e a` la figure 1.3 en introduction de cette the`se. Nous observons sur cette courbe
que l’amplitude maximale de la structure posse´dant un TMD, atteinte pour deux valeurs
des fre´quences du forc¸age autour de Ωf = 1, est environ 13 fois supe´rieure a` la de´forme´e
statique. C’est cette amplitude maximale qui de´termine l’indice de performance du TMD.
Nous observons sur la figure 5.2 que le TMBD donne de meilleurs re´sultats puisque l’am-
plitude maximale n’est que d’environ 11 fois supe´rieure a` la de´forme´e statique. Toutefois,
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ce re´sultat de´pend de l’amplitude de forc¸age M0 puisque le TMBD est un syste`me non
line´aire.
Afin d’observer l’influence du niveau de forc¸age sur l’indice de performance du TMBD,
la figure 5.3 pre´sente la ge´ne´ralisation de la courbe pre´ce´dente comme une carte donnant
l’amplitude Ψ¯ normalise´e par l’indice de performance du TMD en fonction de la fre´quence
de forc¸age Ωf et de l’amplitude de forc¸age M0.
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Figure 5.3 – Carte de l’amplitude de la structure force´e posse´dant un TMBD, normalise´e
par l’indice de performance du TMD, en fonction de la fre´quence de forc¸age Ωf et de
l’amplitude de forc¸age M0. Les re´glages des deux syste`mes TMD et TMBD sont les
meˆmes que ceux de la figure 5.2.
Nous observons que le comportement du TMBD de´pend fortement de l’amplitude
du forc¸age M0. Pour M0 proche de 0, le comportement est identique a` celui d’un TMD
line´aire car le mouvement du mode des branches devient nul a` ces niveaux d’e´nergie. Par
conse´quent, l’indice de performances du TMBD est plus faible que pour le TMD puisque
l’amortissement qui rentre en jeu dans ce cas est seulement ξt = 3%, loin de la valeur
optimale que le TMD posse`de ξTMD = 6%.
Pour un forc¸age de grande amplitude, avec M0 proche de 1, nous observons que
le TMBD montre un unique pic de re´sonance a` Ωf = 1, toujours avec un indice de
performance moindre que celui du TMD. Ce comportement est similaire a` celui d’un TMD
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qui pre´senterait un amortissement trop e´leve´ (Den Hartog, 2007). Il provient du fait que
le taux d’amortissement effectif du TMBD devient trop fort pour de telles amplitudes.
Pour une gamme moyenne d’amplitude de forc¸age, autour de M0 = 0,5 , nous ob-
servons que le TMBD pre´sente de meilleures performances que le TMD. Dans le but
d’observer clairement la zone de meilleur performance du TMBD, la figure 5.4 compare,
a` la performance du TMD, la performance du TMBD (le maximum de Ψ¯TMBD pour M0
fixe´), en fonction de l’amplitude du forc¸age M0.
M0
max
Ωf
Ψ¯TMBD
max
Ωf
Ψ¯TMD
0 0,5 1
0
0,5
1
1,5
2
Figure 5.4 – Performance du TMBD en trait continu (——) normalise´e par celle du
TMD, en fonction de l’amplitude de forc¸age M0. Les re´glages des deux syste`mes sont les
meˆmes que ceux de la figure 5.2.
Nous observons que le TMBD pre´sente de meilleures performances que le TMD pour
une gamme d’amplitude de forc¸age entre M0 = 0,4 et M0 = 0,6. Pour une amplitude
de forc¸age proche de M0 = 0,5 la performance du TMBD est maximale et est environ
12% meilleure a` celle du TMD. En dehors de cette gamme, la performance du TMBD
est infe´rieure a` plus de 50% a` celle du TMD.
Quelques remarques doivent eˆtre faites sur ce re´sultat. Premie`rement, la notion d’am-
plitude moyenne (M0 = 0,5) correspond ici a` une amplitude de rotation de l’ordre de
30◦ pour la structure principale. La notion d’amplitude moyenne est donc relative a` la
structure conside´re´e. Deuxie`mement, les re´glages du pre´sent TMBD sont base´s sur les
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valeurs des parame`tres de re´fe´rence utilise´es au chapitre 2. Dans ce cadre, le re´glage de
la re´partition de la matie`re dissipative entre le tronc et les branches s’est fait de fac¸on
arbitraire. De meˆme que la performance d’un TMD est sensible a` ses re´glages, celle du
TMBD l’est aussi. Ainsi, il y de fortes chances qu’il existe un re´glage du TMBD plus
favorable. Toutefois, contrairement au TMD, il est difficile de pre´dire analytiquement les
valeurs optimales des parame`tres du TMBD en tant que syste`me non line´aire.
5.2 Les arbres
Nous avons montre´, dans les chapitres pre´ce´dents, que le me´canisme d’amortissement
par le branchement, inspire´ par la dynamique des arbres, est robuste et spe´cifique a`
l’amortissement des vibrations de grande amplitude et qu’il est base´ sur un ingre´dient
fondamental : le branchement. Sauf par des intuitions pre´sente´es en introduction de cette
the`se, rien n’indique clairement que ce me´canisme d’amortissement par le branchement
est effectivement pre´sent dans les arbres.
La compatibilite´ du me´canisme d’amortissement par le branchement avec l’architec-
ture ramifie´e des arbres repose un premier ingre´dient ne´cessaire : la pre´sence de modes
des branches. La ramification d’un arbre apporte un grand nombre de modes des branches
localise´s dans l’architecture, sche´matise´ par la figure 5.5 tire´e de (Rodriguez et al., 2008).
Figure 5.5 – Sche´matisation des localisations modales dans les arbres par
Rodriguez et al. (2008). (I) Mode de tronc. (II) premier mode des branches. (III) second
mode des branches.
Comme l’indiquent Rodriguez et al., ces modes propres localise´s dans les branches im-
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pliquent aussi le´ge`rement la de´formation du tronc et des branches des niveaux infe´rieurs,
du fait d’une architecture qui n’est pas parfaitement syme´trique. Toutefois, ceci n’est pas
incompatible avec la pre´sence de transferts d’e´nergie non line´aires entre modes propres
puisque des forces gyroscopiques exerce´es par le mouvement du mode de tronc existent
toujours. Bien que pour de telles structures ramifie´es, des modes interme´diaires existent,
comme ceux observe´ a` la figure 1.7, les re´sultats du chapitre 4, sur la contribution des
modes supe´rieurs, sugge`rent la pre´sence du me´canisme d’amortissement par le branche-
ment pour ces modes plus complexes. On peut de´duire de cette analyse que la ramification
et la complexite´ de l’architecture des arbres ne sont pas des facteurs limitant le me´canisme
d’amortissement par le branchement entre le mode de tronc et ces modes des branches.
Le second crite`re important de la pre´sence du me´canisme d’amortissement par le bran-
chement dans les arbres porte sur les fre´quences de ces modes des branches relativement
a` celle du mode de tronc. En effet, nous avons montre´ que ce me´canisme est base´ sur une
re´sonance interne 1:2 entre le mode de tronc et un mode des branches. A` l’exception des
re´sultats de Rodriguez et al. (2008) (figure 1.7) re´ve´lant une forte densite´ modale sur les
architectures de deux arbres, les e´tudes donnant la re´partition fre´quentielle dans les arbres
sont rares et se limitent, dans le meilleur des cas, a` la seconde fre´quence propre. Toutefois,
la formulation de´veloppe´e par Rodriguez et al. (2008) permet de s’affranchir de mesures
directes car elle fournit une approximation de la re´partition des fre´quences propres de
l’arbre a` partir de sa ge´ome´trie. En effet, il a e´te´ montre´ que l’architecture de l’arbre
suit des lois statistiques d’un niveau de branchage au suivant (McMahon & Kronauer,
1976). Autrement dit, la ge´ome´trie complexe d’un arbre peut eˆtre re´sume´e par deux pa-
rame`tres statistiques : δ le rapport des diame`tres entre branche fille et branche me`re et
γ le rapport des longueurs. Par chance, ces donne´es architecturales sont beaucoup plus
abondantes dans la litte´rature. Par des conside´rations de loi d’e´chelle, la formulation de
Rodriguez et al. (2008) consiste a` montrer que la loi d’e´volution des fre´quences propres
d’un arbre quelconque, dont la ge´ome´trie est parame´tre´e par δ et γ, s’e´crit de manie`re
approche´e par
Ωn =
(
δ
γ2
)n
, (5.10)
ou` Ωn est le rapport de la fre´quence du mode des branches de niveau n sur celle du mode
de tronc. Dans la litte´rature sur les arbres, les parame`tres standards sont λ et β, appele´s
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parame`tres allome´triques, lie´s aux rapports des longueurs et des diame`tres par
δ = λ1/2 et γ = λ
1
2β . (5.11)
Le tableau 5.1 confronte les donne´es recueillies dans la litte´rature mesure´es sur plu-
sieurs types d’arbres, avec la formulation pre´ce´dente (5.10), donnant l’e´volution des rap-
ports des fre´quences propres de l’arbre.
Coefficients
allome´triques
Rapports
e´quivalents Fre´quences extrapole´es
Arbres β λ δ γ Ω1 Ω2 Ω3 Ω4
Noyer commun
Juglans regia
1,37 0,25 0,50 0,60 1,38 3,78 10,40 28,63
Cheˆne rouge d’Ame´rique
Quercus rubra
1,51 0,41 0,64 0,74 1,16 2,08 3,76 6,79
Cheˆne blanc d’Ame´rique
Quercus alba
1,41 0,28 0,53 0,64 1,30 3,22 7,94 19,58
Cheˆne blanc d’Ame´rique
Quercus alba
1,66 0,29 0,54 0,69 1,13 2,39 5,04 10,63
Peuplier faux-tremble
Populus tremuloides
1,5 0,29 0,54 0,66 1,23 2,80 6,40 14,61
Cerisier de Pennsylvanie
Prunus pensylvanica
1,5 0,24 0,49 0,62 1,27 3,28 8,50 22,02
Pin blanc d’Ame´rique
Pinus strobus
1,37 0,24 0,49 0,59 1,39 3,93 11,15 31,60
Tableau 5.1 – Donne´es extraites de la litte´rature (Lopez et al., 2011) sur les parame`tres
allome´triques β et λ des arbres confronte´es a` la loi d’e´chelle de Rodriguez et al. (2008),
e´quation (5.10), extrapolant les rapports des fre´quences Ωn des modes de branche, pour
des niveaux n = 1 a` 4 dans l’arbre. Les rapports des diame`tres δ et des longueurs γ
sont e´quivalents aux parame`tres allome´triques, e´quation (5.11). En gras, les rapports des
fre´quences se trouvant dans l’intervalle 1 ≤ Ω ≤ 3 propice au me´canisme d’amortissement
par le branchement.
Nous observons que pour tous les arbres re´pertorie´s, les deux premiers modes de
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branches, des niveaux 1 et 2, ont des rapports des fre´quences compris entre 1 a` 4. Nous
avons montre´ dans les chapitres pre´ce´dents que le me´canisme d’amortissement par le
branchement s’accommode tre`s bien d’un rapport des fre´quences de valeur comprise entre
1 et 3. De telles valeurs sont donc compatibles avec le me´canisme d’amortissement par
le branchement. Pour les modes des branches des niveaux supe´rieurs, a` partir du niveau
3, les rapports des fre´quences sont vraiment trop grands pour permettre l’expression du
me´canisme.
Ces donne´es mesure´es sur de vrais arbres sont tout a` fait compatibles avec le me´canisme
d’amortissement par le branchement pour les premiers modes des branches. Ainsi, par ses
re´glages fre´quentiels, l’arbre disposerait d’un me´canisme d’amortissement supple´mentaire
et spe´cifique aux vibrations de grande amplitude subis lors de chargements extreˆmes.
Ce me´canisme protecteur est clairement comple´mentaire au me´canisme line´aire de´crit
par James et al. (2006) et Spatz et al. (2007), re´sume´ en introduction de cette the`se
(figure 1.6).
Cette analyse qualitative montre que plusieurs modes des branches peuvent intervenir
dans le me´canisme d’amortissement par le branchement dans les arbres. Il reste a` savoir
si cette dynamique multimodale est quantitativement be´ne´fique au me´canisme d’amor-
tissement par le branchement, en comparaison d’une dynamique avec un seul mode des
branches.
Nous avons montre´ au chapitre 3 que la pre´sence d’un fluide environnant ne modifiait
pas les caracte´ristiques principales du me´canisme d’amortissement par le branchement.
L’interaction des arbres avec l’air peut alors servir de source dissipative pour le me´canisme
d’amortissement par le branchement. L’amortissement ae´rodynamique du mode de tronc
des arbres est de l’ordre de 10% a` 20% (Sellier et al., 2006; Moore & Maguire, 2005;
Castro-Garc´ıa et al., 2008; Jonsson et al., 2007). Il doit en eˆtre de meˆme pour les modes
des branches, soit typiquement l’ordre de grandeur optimal du taux d’amortissement des
branches pour le me´canisme d’amortissement par le branchement.
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5.3 Mode`le ramifie´ discret
Les arbres posse`dent des me´canismes spe´cifiques pour adapter leur croissance en
re´partissant au mieux leur matie`re organique qui est en quantite´ finie. La thigmomor-
phoge´ne`se pre´sente´e en introduction de cette the`se en est un exemple. La re´partition
de cette masse par le nombre de ramifications influence certainement les performances
du me´canisme d’amortissement par le branchement, que ce soit pour l’arbre ou pour
l’inge´nierie bio-inspire´e. Nous proposons d’explorer l’influence de la ramification en quan-
tifiant le me´canisme d’amortissement par le branchement sur un mode`le ramifie´ ayant la
meˆme masse des branches que le mode`le simplement branche´ du chapitre 2.
5.3.1 De´finition du mode`le
Le mode`le ramifie´ est forme´ de manie`re fractale sur les bases du mode`le e´le´mentaire
du chapitre 2, repre´sente´ a` la figure 5.6a.
(a) (b)
Figure 5.6 – Mode`le ramifie´. (a) Ge´ome´trie au repos. (b) Cine´matique parame´tre´e par
l’angel du tronc θ et par les angles de chaque niveau de branchage φn.
Chaque niveau n de branche est parame´tre´ par la longueur de branche, note´e ℓn, d’une
masse mn et relie´e a` la branche me`re par une raideur de rotation kn. Le parame`tre N
repre´sente le nombre de niveaux de branchage dans le mode`le tel que n varie de 1 a` N .
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L’assemblage fractal impose que l’angle de branchement φb, et les rapports de masse, de
longueur et de raideur soient constants dans l’architecture entre branche me`re et branche
fille. Ces rapports sont donne´s respectivement par
µN =
mn+1
mn
, γN =
ℓn+1
ℓn
et κN =
kn+1
kn
∀n . (5.12)
Puisque nous souhaitons connaˆıtre l’influence du branchement sous la condition d’un
crite`re de masse constante qui sera de´taille´ dans la section suivante, ces rapports de´pendront
du nombre N de ramifications.
De fac¸on analogue a` la cine´matique du mode`le du chapitre 2, dans la cine´matique du
mode`le ramifie´, seuls des mouvements syme´triques a` chaque niveau de branchage sont
autorise´s. Le mouvement des branches de niveau n est alors parame´tre´ par un unique
degre´ de liberte´ φn (figure 5.6b). Le mode`le pre´sente ainsi N + 1 degre´s de liberte´, le
premier correspond au mode de tronc, et les suivants a` chaque mode des branches. Le
meˆme taux d’amortissement ξb est introduit sur chaque mode des branches. Le syste`me
d’e´quations adimensionnelles, dont le calcul est de´taille´ en annexe C, s’exprime par
Θ¨ + Θ = −Λ0Θ¨ + Θ˙
N∑
p=1
ΓpH0,p Φ˙p
Φ¨n + 2ΩnξbΦ˙n + Ω
2
nΦn = −ΛnΦ¨n + Φ˙n
N∑
p=n+1
ΓpHn,p Φ˙p + Cn,1Θ˙
2 +
n∑
p=2
Cn,p Φ˙
2
p
(5.13)
ou` Ωn est le rapport de la fre´quence du mode des branches de niveau n sur celle du mode
de tronc ; Γx est le rapport de l’inertie de rotation du mode des branches de niveau x sur
celle du mode de tronc, le tout divise´ par le rapport des longueurs γ ; enfin, Λn, Cn,x et
Hn,x sont des coefficients de´pendant de la ge´ome´trie dont les expressions sont de´taille´es
en annexe C. Notons qu’en prenant un nombre de ramifications N = 1 dans le syste`me
d’e´quations (5.13), on retrouve bien le syste`me d’e´quations du mode`le e´le´mentaire du
chapitre 2, e´quation (2.8).
Nous observons dans le syste`me d’e´quations (5.13) que les couplages non line´aires
entre modes se font de fac¸on ordonne´e. Un mode de niveau n rec¸oit de l’e´nergie des
modes des niveaux infe´rieurs par des termes en ’Θ˙ 2n ’, et rec¸oit de l’e´nergie des modes des
niveaux supe´rieurs par termes en ’Θ˙nΘ˙x’, avec x > n. L’origine physique de ces transferts
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est la meˆme que dans cas du mode`le simplement branche´ du chapitre 2. Pour visualiser
plus facilement cet ordonnancement des transferts d’e´nergie entre modes, e´tudions le cas
particulier a` N = 2 niveaux de ramification. Dans ce cas, le syste`me d’e´quations (5.13)
est
Θ¨ + Θ = −Λ0Θ¨ + Θ˙
(
Γ1H0,1 Φ˙1 + Γ2H0,2 Φ˙2
)
Φ¨1 + 2Ω1ξbΦ˙1 + Ω
2
1Φ1 = −Λ1Φ¨1 + Γ2H1,2 Φ˙1Φ˙2 + C1,1 Θ˙ 2,
Φ¨2 + 2Ω2ξbΦ˙2 + Ω
2
2Φ2 = −Λ2Φ¨2 + C2,1 Θ˙ 2 + C2,2 Φ˙ 22 .
(5.14)
Les couplages non line´aires entre modes sont re´sume´s par la figure 5.7.
Mode de tronc Θ
Mode des branches Φ1
Mode des branches Φ2
Θ˙ 2
Φ˙ 21
Θ˙Φ˙1
Φ˙1Φ˙2
Θ˙Φ˙2
Figure 5.7 – Sche´ma des couplages non line´aires entre les modes propres dans le cas de
deux niveaux de ramification (N = 2). Les fle`ches repre´sentent les transferts non line´aires
d’e´nergie entre modes propres.
Nous observons que l’e´nergie du mode de tronc peut eˆtre transfe´re´e de manie`re directe
dans chaque mode des branches du mode`le par des termes de type Θ˙ 2 De meˆme, l’e´nergie
d’un mode des branches de niveau n peut eˆtre transfe´re´e aux modes suivants par des
termes du type Φ˙ 2n . L’e´nergie d’un mode de niveau n peut aussi redescendre vers les
modes infe´rieurs par des termes du type Φ˙nΦ˙x<n.
Ce diagramme se ge´ne´ralise pour un nombre arbitraire de niveaux de ramifications N
comme le montrent les e´quations (5.13). Ainsi, avec une condition initiale sur le tronc,
une partie de l’e´nergie initiale sera transfe´re´e directement vers chaque mode des branches,
ce qui devrait offrir un me´canisme d’amortissement par le branchement plus important
que dans le cas d’un seul niveau de ramification.
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5.3.2 Crite`res de ramification
L’amortissement effectif de ce mode`le ramifie´ est identifie´ par une me´thode identique
a` celle de´ja` utilise´e pour le mode`le du chapitre 2 : une condition initiale sur le mode
de tronc uniquement, e´quation (2.11), et un amortissement de´fini par la de´croissance de
l’e´nergie totale du syste`me apre`s une pe´riode du mode de tronc, e´quation (2.14).
Puisque nous souhaitons quantifier l’influence du nombre de ramifications N sur le
me´canisme d’amortissement par le branchement, nous choisissons de comparer le syste`me
ramifie´, e´quation (5.13), ayant une masse du branchage e´gale au mode`le simplement
branche´ du chapitre 2. De plus, nous conservons le meˆme rapport Γ1 de l’inertie de
rotation du premier mode des branches sur celle du mode de tronc, quel que soit le
nombre de ramifications. De meˆme, le rapport Ω1 de la fre´quence du premier mode des
branches sur celle du mode de tronc est conserve´. Ces trois contraintes sont sche´matise´es
par la figure 5.8 dans le cas a` deux niveaux de ramifications (N = 2).
φb φb
φb
k1k1
ℓ1ℓ1
Masse conserve´e
Γ1 conserve´
Ω1 conserve´
Figure 5.8 – Crite`re d’e´valuation de la ramification sur l’amortissement effectif a` masse,
fre´quence et inertie des branches conserve´es. Exemple a` N = 2 niveaux de ramifications.
Ces trois relations imposent les valeurs des rapports γN , µN et κN pour l’arbre ayant
N ramifications, en fonction des rapports du mode`le simplement branche´ γ1, µ1 et κ1.
Premie`rement, la masse totale des branches d’un arbre ayant N ramifications est e´gale
a`
∑N
n=1(2µN)
n. Par conse´quent, la premie`re relation donne le rapport µN en fonction de
µ1 tel que
2µN
(2µN)
N − 1
2µN − 1 = 2µ1. (5.15)
Mode`le ramifie´ discret 83
Par exemple, pour un nombre infini de ramifications, le rapport des masses converge vers
limN→∞ µN = µ1/(1 + 2µ1). Deuxie`mement, la conservation du rapport des inerties de
rotation Γ1 fournit γN en fonction de γ1 tel que
Γ1(γN ,µN ,φb) = Γ(γ1,µ1,φb), (5.16)
ou` Γ est le rapport d’inertie du mode`le du chapitre 2. Enfin, la conservation du rapport
des fre´quences du premier mode des branches fournit κN en fonction de κ1 tel que
Ω1(κN ,µN ,γN ,φb) = Ω(κ1,γ1,µ1,φb), (5.17)
ou` Ω est le rapport des fre´quences du mode`le du chapitre 2. Par cette me´thode, il est
possible d’e´valuer l’influence de la ramification sur l’amortissement effectif du syste`me
(5.13) en fonction des parame`tres du mode`le du chapitre 2 : φb, ξb, Ω et Γ.
5.3.3 Faibles amplitudes
Pour des faibles amplitudes de mouvement, nous allons appliquer la meˆme approche
que pour le mode`le du chapitre 2 (section 2.4). Le re´sultat principal, dont le calcul est
de´taille´ en annexe, montre que l’amortissement effectif est la somme de contribution de
chaque mode des branches et s’exprime par
ξeff(N) = E0
N∑
n=1
ΓnC
lin
n,1
2
ξ¯(Ωn,ξb), (5.18)
ou` les coefficients C linn,1 sont les composantes line´aires des coefficients Cn,1. La fonction ξ¯
est la meˆme que celle utilise´e au chapitre 2, dont l’expression est donne´e en annexe A.
Notons que l’on retrouve bien le re´sultat du chapitre 2, e´quation (2.21), dans le cas d’un
seul niveau de ramification avec N = 1 et C lin1,1 = sinφb. Ainsi, pour des faibles amplitudes
de mouvement, chaque mode des branches contribue directement et inde´pendamment au
me´canisme d’amortissement par le branchement.
Dans le cadre de la me´thode de caracte´risation de la ramification de´crite pre´ce´demment,
e´quations (5.15), (5.16) et (5.17), il est possible d’exprimer analytiquement les parame`tres
Γn, Ωn, C
lin
n,1 et d’exprimer ainsi l’amortissement effectif. Le tableau 5.2 pre´sente l’e´volution
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de l’amortissement effectif relativement au cas simplement branche´ avec N = 1 ainsi que
les contributions de chaque mode des branches, en fonction du nombre de ramifications.
N
ξeff(N)
ξeff(1)
Contributions modales
Φ1 Φ2 Φ3 Φ4
1 1 100% – – –
2 0,89 85,6% 14,4% – –
3 0,86 84,1% 13,8% 2,1% –
4 0,85 84,0% 13,6% 2,1% 0,3%
Tableau 5.2 – Effet de la ramification sur l’amortissement effectif pour des petites am-
plitudes de mouvement, e´quation (5.18), relativement au cas simplement branche´ avec
N = 1, e´quation (2.21). Les valeurs des parame`tres du mode`le ramifie´ sont choisies en
accord avec la me´thode de ramification a` masse constante, e´quations (5.15), (5.16) et
(5.17), a` partir des valeurs des parame`tres de re´fe´rence du mode`le simplement branche´.
On observe que l’amortissement effectif de´croˆıt avec le nombre de ramifications bien
que le nombre de modes des branches augmente. Par exemple, dans le cas a` deux niveaux
de ramification, l’amortissement effectif est environ 0,9 fois celui obtenu avec un seul
niveau de ramification. Toutefois, cette tendance converge avec la ramification vers un
facteur de perte d’environ 0,85 compare´ au cas simplement branche´. Ainsi, un arbre
infiniment branche´ conserve un me´canisme d’amortissement infe´rieur de seulement 15%
au cas simplement branche´.
Nous constatons dans le tableau 5.2 que les nouveaux modes des branches ajoute´s par
la ramification n’interviennent pratiquement pas dans le me´canisme d’amortissement par
le branchement qui reste concentre´ sur le premier et le´ge`rement sur le second mode des
branches. Ceci est cohe´rent avec l’e´volution fre´quentielle observe´e pour les arbres (tableau
5.1) puisque la fonction ξ¯, qui intervient dans la contribution de chaque mode, devient
faible pour des valeurs de Ω supe´rieures a` 3 (figure 2.4). Par conse´quent, pour de faibles
amplitudes de mouvement, l’e´volution rapide des fre´quences des modes des branches,
comme observe´ dans le cas des arbres, empeˆche l’intervention des modes de fre´quences
e´loigne´es dans le me´canisme d’amortissement par le branchement.
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5.3.4 Grandes amplitudes
Dans le but d’observer l’influence de la ramification sur l’amortissement effectif pour
une e´nergie initiale arbitraire, le syste`me d’e´quations (5.13) est re´solu nume´riquement de
la meˆme manie`re qu’aux chapitres 2 et 3. La figure 2.5 pre´sente l’e´volution de l’amortis-
sement effectif re´sultant, calcule´ a` partir des e´quations (2.13) et (2.14), en fonction de
l’e´nergie initiale E0 et pour des niveaux de ramification allant de N = 1 a` 4.
E0
ξeff
N croissant
0 0,5 1
0
1
2
Figure 5.9 – Effet de l’e´nergie initiale E0 sur l’amortissement effectif ξeff du mode`le
ramifie´ en fonction du nombre de ramifications avec N = 2, 3 et 4 (——). Rappel de la
figure 2.5 du chapitre 2 pour N = 1 (– – –). Les valeurs des parame`tres sont les meˆmes
que celles utilise´es au tableau 5.2.
A` mesure que le nombre de ramificationsN augmente, nous observons une convergence
rapide vers des valeurs d’amortissement effectif le´ge`rement infe´rieures au cas simplement
branche´ (N = 1). Ce comportement est identique a` celui pre´ce´demment observe´ pour des
faibles amplitudes de mouvement.
Dans le but de confirmer cet effet de la ramification, les figures 5.10a–d montrent les
influences respectives des parame`tres φb, ξb, Ω, et Γ sur l’amortissement effectif pour une
e´nergie maximale (E0 = 1) et pour des valeurs croissantes du nombre de ramifications.
Nous observons un comportement ge´ne´ral identique a` celui observe´ a` la figure 5.9
avec une convergence rapide avec le nombre de ramifications vers des valeurs le´ge`rement
infe´rieures de l’amortissement effectif en comparaison avec le cas simplement branche´. Un
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ξeff
N croissant
φb
0 π/2 π
0
1
2
(a)
ξeff
ξb
0 0,5 1
0
1
2
(b)
ξeff
Ω
1 2 3
0
1
2
(c)
ξeff
Γ
0 0,2 0,4
0
1
2
(d)
Figure 5.10 – Effets des quatre parame`tres du mode`le ramifie´ sur l’amortissement effectif
pour une d’e´nergie initiale maximale (E0 = 1) et pour des valeurs croissantes du nombre
de ramifications avec N = 2, 3 et 4 (——). Rappels des figures 2.5a–d du chapitre 2
pour N = 1 (– – –). Les valeurs des parame`tres du mode`le ramifie´ sont choisies d’apre`s
la me´thode de ramification a` masse constante, e´quations (5.15), (5.16) et (5.17), a` partir
des valeurs des parame`tres φb, ξb, Ω et Γ. Les valeurs des ces parame`tres sont celles de
re´fe´rence lorsqu’ils ne varient pas, e´quation (2.22), indique´es sur chaque figure par un trait
vertical (— –). (a) Effet de l’angle de branchement φb. (b) Effet du taux d’amortissement
ξb. (c) Effet du rapport des fre´quences Ω. (d) Effet du rapport des inerties Γ.
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comportement plus inte´ressant s’observe sur la figure 5.10c ou` l’influence de la ramification
est moins re´gulie`re pour des valeurs du rapport des fre´quences infe´rieures a` Ω = 2. En
effet, plus Ω se rapproche de 1 et plus les fre´quences de tous les modes des branches se
rapprochent de celle du mode de tronc. Par conse´quent, les contributions des modes des
branches au me´canisme d’amortissement par le branchement deviennent plus importantes.
C’est ce qui a e´te´ observe´ dans les arbres au tableau 5.1, ou` le rapport des fre´quences du
premier mode des branches e´tait proche de Ω1 = 1,2 en moyenne.
En conclusion, il apparaˆıt que la ramification n’augmente pas la performance du
me´canisme d’amortissement par le branchement. Cependant, elle ne s’y oppose pas et n’a
meˆme pratiquement aucune influence lorsque la fre´quence du premier mode des branches
est proche de celle du mode de tronc. Ne´anmoins, les couplages entres les modes des
branches sont e´galement pre´sents, offrant des me´canismes d’amortissement effectif d’un
niveau de branchage au suivant (figure 5.7). En d’autres termes, la ramification offre
une succession de me´canisme d’amortissement par le branchement dans l’architecture,
ou` chaque niveau est prote´ge´ par les suivants. Notons que puisque ces transferts se font
directement d’un mode a` l’autre et que les transferts par des modes interme´diaires sont
d’ordres supe´rieurs, un e´ventuel phe´nome`ne de cascade d’e´nergie n’est pas envisageable.
5.4 Mode`les ramifie´s continus
Dans le but d’illustrer l’influence de la ramification sur l’amortissement effectif pour
des structures continues, nous e´tudions ici deux structures ramifie´es par la me´thode des
e´le´ments finis. La figure 5.11 expose les ge´ome´tries et les modes propres respectifs auxquels
nous nous inte´ressons.
Ces deux structures bio-inspire´es ont le meˆme tronc de longueur ℓ1 et de diame`tre d1
que le mode`le du chapitre 4 ; seules les configurations des branches sont diffe´rentes. De
plus, l’amortissement est ici aussi localise´ uniquement sur les modes des branches (figure
5.11). La me´thode de caracte´risation du me´canisme d’amortissement par le branchement
est la meˆme que celle utilise´e au chapitre 4 (section 4.1.2) avec une condition initiale de
laˆcher sur le tronc.
La premie`re structure ramifie´e posse`de deux niveaux de ramification avec un angle
de branchement φb = π/2 a` chaque niveau. Comme pour le mode`le ramifie´ de la section
pre´ce´dente, le rapport des longueurs entre branches me`res et filles est choisi constant. Le
88 5. Applications
(a) (b) (c)
(d) (e) (f) (g)
Figure 5.11 – Deux exemples de structures continues ramifie´es. (a) Premie`re structure
ramifie´e avec (b) son mode de tronc et (c) son mode des branches qui est amorti. (d)
Seconde structure ramifie´e avec (e) son mode de tronc, (f) son premier mode des branches,
amorti et (g) son second mode des branches, amorti e´galement.
rapport des diame`tres est e´galement choisi constant. Les valeurs de ces deux rapports
sont choisies de telle manie`re que le rapport de la fre´quence du mode des branches de
niveau 2 sur la fre´quence du mode de tronc soit e´gal a` Ω2 = 1 et que le rapport Γ des
inerties soit e´gal a` 0.2. Avec la meˆme proce´dure qu’au chapitre 4 (section 4.1.2), un taux
d’amortissement ξb = 0,2 est introduit dans ce mode des branches.
La seconde structure ramifie´e posse`de deux niveaux de ramification partant du tronc
(figure 5.11d). Chaque niveau a un angle de branchement φb = 2π/3. Les dimensions des
branches sont telles que le rapport de la fre´quence du premier mode des branches sur
celle du tronc soit de 2 et que le rapport de la fre´quence du second mode des branches
sur celle du tronc soit de 3. Un taux d’amortissement ξb = 0,2 est introduit dans de ces
deux modes des branches.
Les amortissements effectifs de ces deux mode`les sont pre´sente´s a` la figure 5.12, en
fonction de l’e´nergie initiale. Pour les deux structures ramifie´es, l’amortissement effectif
augmente de fac¸on similaire au cas simplement branche´ (figure 4.3). Pour des niveaux
d’e´nergie e´leve´s, nous observons que l’amortissement effectif atteint des valeurs d’environ
3%. Notons que l’oscillation apparente avec le niveau d’e´nergie de l’amortissement effectif
pour la seconde structure est duˆ a` une moins bonne convergence des calculs e´le´ments finis
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Figure 5.12 – Amortissement effectif en fonction de l’e´nergie pour les deux structures
ramifie´es continues. (◦) Premie`re structure (figure 5.11a). (+) Seconde structure (figure
5.11d).
que pour la premie`re. Ainsi, le niveau d’amortissement par le branchement n’augmente
pas significativement pour ces structures ramifie´es par rapport a` la structure continue
simplement branche´e du chapitre 4, Ces re´sultats sont cohe´rents avec l’analyse du mode`le
ramifie´ ide´alise´ pre´ce´dent.
5.5 Discussion
L’objectif principale de ce chapitre e´tait de de´montrer l’applicabilite´ du concept
d’amortissement par le branchement.
Base´ sur le mode`le branche´ e´le´mentaire du chapitre 2, et inspire´ du concept du TMD,
un premier type d’application a e´te´ conc¸u, nomme´ TMBD pour ’Tuned-Mass-Branched-
Damper’. Les performances de cet amortisseur branche´ de rotation ont e´te´ compare´es
a` celles du TMD classique dont les re´glages sont optimaux, ayant les meˆmes rapports
d’inertie et de fre´quence et utilisant la meˆme quantite´ de matie`re dissipative que le TMBD.
Pour des vibrations de faible ou de tre`s grande amplitude, le TMD reste de loin le plus
performant. Ne´anmoins, dans une gamme d’amplitude de forc¸age interme´diaire, nous
avons montre´ que le TMBD est jusqu’a` 12% plus performant que le TMD. Ainsi, le TMBD
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repre´sente une application du me´canisme d’amortissement par le branchement pouvant
eˆtre utilise´e dans le but d’amortir passivement, et dans certains cas plus efficacement que
le TMD classique, les vibrations de rotation de structures.
Puisque le me´canisme d’amortissement par le branchement a e´te´ bio-inspire´ des arbres,
la seconde partie de ce chapitre a porte´ sur l’analyse des donne´es de la litte´rature sur
les arbres pour les confronter aux caracte´ristiques du me´canisme. Bien que complexe,
l’architecture ramifie´e des arbres apporte un grand nombre de modes propres localise´s
dans les branches. En extrapolant les rapports des fre´quences propres des arbres sur la
base de la loi d’e´chelle de´veloppe´e par Rodriguez et al. (2008), nous avons montre´ que
dans les arbres, les fre´quences propres des premiers modes des branches sont dans une
gamme comprise entre 1 a` 3 fois celle du mode du tronc. Le me´canisme d’amortissement
par le branchement, bien qu’il soit base´ sur une re´sonance interne 1:2, s’accommode tre`s
bien de telles valeurs du rapport des fre´quences. Ainsi, le me´canisme d’amortissement
par le branchement est pre´sent avec les premiers modes des branches constituant un
me´canisme protecteur du tronc spe´cifique au grandes amplitudes de vibration.
Par la suite, l’influence de la ramification sur le me´canisme d’amortissement par le
branchement a e´te´ e´tudie´e a` l’aide d’un mode`le ramifie´ base´ sur le mode`le e´le´mentaire
du chapitre 2. Nous avons montre´ que les transferts d’e´nergie entre modes suivent un
sche´ma structure´ ou` l’e´nergie peut eˆtre transmise non-line´airement vers les modes des
branches supe´rieurs. L’e´nergie contenue dans le mode de tronc peut donc eˆtre transfe´re´e
non-line´airement et directement vers tous les modes des branches. Par conse´quent, l’amor-
tissement effectif total est la somme des amortissements effectifs relatifs a` chaque niveau
de branchage. A` mesure que le nombre de ramifications augmente, nous avons montre´ que
le me´canisme d’amortissement par le branchement converge vers une valeur typiquement
15% infe´rieure au cas simplement branche´. Toutefois, la ramification n’empeˆche pas le
me´canisme d’amortissement par le branchement et n’a pratiquement aucune influence
lorsque la fre´quence du premier mode des branches est proche de celle du mode de tronc,
ce qui est le cas dans les arbres.
Enfin, pour illustrer ces re´sultats, nous avons e´tudie´ l’amortissement effectif de deux
structures ramifie´es, base´es sur le mode`le continu du chapitre 4. Ces structures offrent
un amortissement effectif du meˆme ordre de grandeur que pour les mode`les e´tudie´s dans
les chapitres pre´ce´dents. Tous ces re´sultats montrent la robustesse et l’applicabilite´ du
me´canisme d’amortissement par le branchement.
Chapitre 6
Conclusion et perspectives
6.1 Conclusion
Inspire´e des caracte´ristiques dynamiques remarquables des arbres, l’ide´e propose´e dans
cette the`se s’e´nonc¸ait ainsi :
Le branchement offre un me´canisme d’amortissement robuste et spe´cifique
aux vibrations de grande amplitude des structures flexibles.
Cette the`se a e´te´ e´taye´e en trois temps. Tout d’abord, l’analyse de la dynamique d’un
mode`le branche´ a` deux degre´s de liberte´ au chapitre 2, nous a permis d’identifier un
me´canisme d’amortissement par le branchement spe´cifique a` l’amortissement des vibra-
tions de grande amplitude. Les modes propres localise´s de ce mode`le ont e´te´ de´nomme´s
’mode de tronc’ et ’mode des branches’. En plus du branchement, nous avons montre´ que
pour eˆtre efficace, ce me´canisme ne´cessite trois autres ingre´dients : une inertie de rotation
du mode des branches la plus e´leve´e possible en comparaison a` celle du mode de tronc ;
un amortissement du mode des branches de l’ordre de 20% ; et enfin, une fre´quence du
mode des branches d’environ deux fois celle du mode de tronc. Ce dernier ingre´dient
provient du fait que le me´canisme d’amortissement par le branchement repose sur un
couplage non line´aire provenant des forces gyroscopiques exerce´es sur les branches par
l’oscillation du tronc. Ainsi, la caracte´ristique principale de ce me´canisme est sa spe´cificite´
a` l’amortissement des vibrations de grande amplitude avec un ordre de grandeur du taux
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d’amortissement supple´mentaire de l’ordre de 2% pour ce mode`le.
Dans un second temps, la robustesse du me´canisme d’amortissement par le bran-
chement vis-a`-vis d’autres types de dissipation a e´te´ e´tudie´e au chapitre 3. Nous avons
montre´ qu’une dissipation provenant de la traˆıne´e d’un fluide au repos ne modifie pas
significativement le me´canisme d’amortissement par le branchement. Pour arriver a` ce
re´sultat, une me´thode de comparaison entre le mode`le initial et le meˆme mode`le mais
ou` les branches sont bloque´es a e´te´ utilise´e. Cette me´thode a montre´ la contribution im-
portante du me´canisme d’amortissement par le branchement a` l’amortissement global du
mode`le en interaction avec un fluide au repos. Au chapitre 4, la dynamique d’un mode`le
branche´ continu a e´te´ e´tudie´e sur les meˆmes bases que pour le mode`le discret du chapitre
2 et aussi par une me´thode de forc¸age dynamique du tronc. Malgre´ une dynamique plus
complexe et excite´e diffe´remment, nous avons montre´ que le me´canisme d’amortissement
par le branchement dans ce mode`le posse`de des caracte´ristiques tre`s semblables a` celles
identifie´es pour le mode`le du chapitre 2 avec un amortissement supple´mentaire de l’ordre
de 3% apporte´ par le branchement. De plus, des indices quant a` la contribution des modes
supe´rieurs ont e´te´ montre´ dans le cas de la structure force´e. Enfin, une expe´rience illus-
trative a e´te´ mene´e sur une structure branche´e, dans des conditions ambiantes avec des
phe´nome`nes de dissipation peu controˆle´s. Cette expe´rience a montre´ des niveaux significa-
tifs d’amortissement par le branchement de l’ordre de 2% pour des vibrations de grande
amplitude. Ce re´sultat a e´te´ obtenu par l’utilisation d’une me´thode de comparaison ana-
logue a` celle utilise´e au chapitre 3 et de´montre la robustesse du concept d’amortissement
par le branchement.
Pour terminer, l’applicabilite´ du me´canisme d’amortissement par le branchement a
e´te´ e´tudie´e au chapitre 5, tant dans une perspective d’inge´nierie que de biome´canique.
Pour commencer, inspire´ du concept du TMD, un amortisseur branche´ en rotation a e´te´
conc¸u, nomme´ TMBD (Tuned-Mass-Branched-Damper). Dans une gamme d’amplitude
de forc¸age interme´diaire de la structure a` amortir, nous avons montre´ que le TMBD est
jusqu’a` 12% plus performant que le TMD. Il s’agit donc d’une application cible´e a` l’amor-
tissement passif de structures en rotation dans une gamme d’amplitude particulie`re. Par
la suite, nous avons montre´ que les caracte´ristiques modales particulie`res des arbres, qui
pre´sente typiquement des rapports de fre´quence entre 1 et 3 et des taux d’amortissement
de l’ordre de 10% a` 20% provenant de phe´nome`nes ae´rodynamiques, sont entie`rement
compatibles avec ce me´canisme d’amortissement par le branchement. A` l’aide d’une exten-
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sion du mode`le e´le´mentaire du chapitre 2, nous avons e´tudie´ l’influence de la ramification
sur le me´canisme d’amortissement par le branchement. Pour une masse de branchage,
un rapport des fre´quences et un rapport des inerties constants par rapport a` un arbre
ayant un seul niveau de ramification, nous avons montre´ qu’a` mesure que le nombre
de ramifications augmente, le me´canisme d’amortissement par le branchement converge
vers une valeur typique de seulement 15% infe´rieure au cas simplement branche´ du cha-
pitre 2. La ramification n’augmente donc pas les performances du me´canisme mais offre
une succession de me´canisme d’amortissement par le branchement. En d’autres termes,
a` l’instar du tronc, chaque niveau de ramification est prote´ge´ par les niveaux suivants.
Ce me´canisme d’amortissement par le branchement, spe´cifique aux vibrations de grande
amplitude est donc un me´canisme dynamique protecteur et comple´mentaire a` celui de´crit
par James et al. (2006) et Spatz et al. (2007) dans les arbres. Enfin, le meˆme ordre de
grandeur de 3% d’amortissement par le branchement a e´te´ obtenu pour deux structures
continues ramifie´es, base´es sur le mode`le du chapitre 4.
Quelques points doivent eˆtre mentionne´s sur l’obtention de ces re´sultats. Le me´canisme
d’amortissement par le branchement n’a e´te´ e´tudie´ que par des excitations par laˆcher ou
par forc¸age harmonique. Toutefois, rien n’indique que d’autres types d’excitation, par
forc¸age ale´atoire, par chargement fluide, ou encore par des impacts, puissent alte´rer le
me´canisme d’amortissement par le branchement. En effet, bien que pour ces types de
chargement, l’e´nergie initiale aurait e´te´ distribue´e sur tous les modes de la structure,
y compris au mode des branches, les raisons physiques de la pre´sence du me´canisme
d’amortissement par le branchement auraient e´te´ toujours pre´sentes. De telles analyses
auraient simplement rendu l’identification et la quantification de l’amortissement par le
branchement plus complexes. De meˆme, la pre´sence e´ventuelle d’effets dus a` la gravite´
ne semble pas affecter le me´canisme pour l’expe´rience mene´e au chapitre 4. La gravite´
elle-meˆme peut eˆtre a` l’origine de couplages par non-line´arite´s ge´ome´triques, comme pour
le cas du ’spring-pendulum’ (Nayfeh & Mook, 2008). Enfin, a` l’exception de l’expe´rience
illustrative, nous avons uniquement e´tudie´ des mouvements s’effectuant dans le plan.
Dans des structures de type poutre, les mouvements de torsion sont pourtant pre´sents
et sont souvent associe´s a` des couplages non line´aires avec les mouvements de flexion
(Ballard & Millard, 2009). Ainsi, nous pouvons tre`s bien imaginer un mode de torsion
du tronc exerc¸ant des forces gyroscopiques sur les modes des branches, le me´canisme
d’amortissement par le branchement serait alors tre`s semblable entre ces deux modes.
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6.2 Perspectives
Deux types de perspectives sont propose´es ici : celles regardant l’inge´nierie et celles
concernant la biome´canique des arbres.
Le mode`le du TMBD du chapitre 5 a montre´ l’applicabilite´ du me´canisme d’amortisse-
ment par le branchement a` l’amortissement curatif de structure en rotation, spe´cifique aux
vibrations de grande amplitude. Ces re´sultats demandent a` eˆtre valide´s expe´rimentalement
mais ce concept pourrait eˆtre une extension de syste`mes tels que ceux de´veloppe´s par
Olson & Shaw (2010) pour l’amortissement des ailettes de rotors. Le TMBD pourrait
e´galement eˆtre utilise´ pour amortir les vibrations de rotation et de translation simul-
tane´ment. Par exemple, les oscillations de translation verticale de la structure principale
de la figure 5.1 devraient eˆtre amorties par le mode des branches, a` la manie`re d’un TMD.
Une e´tude des couplages non line´aire d’un tel syste`me pourrait mettre en avant des com-
portements inte´ressants pour des grandes amplitudes de mouvement. Ainsi, une ide´e
d’application du TMBD pourrait eˆtre l’amortissement curatif des vibrations de grande
amplitude de structures telles que les plaques ou les caˆbles. Curieusement, pour les caˆbles,
la forme branche´e se retrouve de´ja` pour des TMDs (figure 6.1) utilise´s sur des lignes a`
hautes tensions (Markiewicz, 1995). Cependant, bien que branche´s, ces dispositifs ne sont
pas re´gle´s pour le me´canisme d’amortissement par le branchement.
Figure 6.1 – Photographie d’un TMD en rotation (’Stockbridge damper’) utilise´ pour
l’amortissement des vibrations de caˆbles.
Le mode`le en interaction avec un fluide au repos, utilise´ au chapitre 3, pourrait eˆtre
directement utilise´ dans le but de montrer l’influence de conditions d’excitation par le
fluide sur le me´canisme d’amortissement par le branchement. L’e´tude d’une interaction
avec un fluide en mouvement, par un e´coulement permanent ou par une condition initiale
de type rafale par exemple, permettrait d’e´tendre encore plus loin la notion de robustesse
du me´canisme d’amortissement par le branchement. De plus, le mode`le d’interaction
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fluide utilise´ pourrait eˆtre aise´ment incorpore´ dans le mode`le ramifie´ du chapitre 5. Une
telle e´tude permettrait de de´terminer l’effet du branchement sur des phe´nome`nes tels que
la masse fluide ajoute´e ou l’amortissement non line´aire induit par l’e´coulement qui per-
mettrait de comple´ter les re´sultats de Rodriguez (2009) sur l’influence de la ramification
dans les arbres. Il serait possible, par exemple, de quantifier la re´partition de l’e´nergie
apporte´e par une rafale sur les modes propres de ce mode`le.
Pour terminer, une de´termination du roˆle du feuillage dans la dynamique des arbres est
une e´tape fondamentale a` la compre´hension des me´canismes dissipatifs des arbres. Des
mode´lisations de ces interactions complexes pourraient eˆtre incorpore´es a` des mode`les
utilise´s dans cette the`se. De plus, la poursuite des e´tudes d’autres me´canismes d’amortis-
sement non line´aires tels que les impacts (Rudnicki et al., 2008) permettrait de comple´ter
la liste des me´canismes d’amortissements des arbres, et pourquoi pas, inspirer de nou-
veaux concepts d’amortissement en inge´nierie.
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Annexe A
Comple´ments au chapitre 2
A.1 Expression analytique de la fonction ξ¯
Nous de´taillons ici le calcul analytique de la fonction ξ¯. Cette fonction intervient dans
l’expression de l’amortissement effectif pour des petites amplitudes de mouvement du
mode`le a` deux degre´s de liberte´ du chapitre 2, e´quation (2.21).
En remarquant que sin2 τ = (1− cos 2τ)/2, et en posant
Φ¯ =
1
Ω2
+
2Φ
Θ 20 sinφb
, (A.1)
l’e´quation (2.20) devient
¨¯Φ + 2Ωξb
˙¯Φ + Ω2Φ¯ = cos 2τ . (A.2)
La solution de l’e´quation (A.2) est la somme d’une solution transitoire, note´e Φ¯T, et
d’une solution en re´gime e´tabli, note´e Φ¯S, dont les expressions respectives sont
Φ¯T(τ) = e
−ξbΩτ (c1 cosΩdτ + c2 sinΩdτ) , (A.3)
Φ¯S(τ) = Z
(
(Ω2 − 4) cos 2τ + 4Ωξb sin 2τ
)
, (A.4)
ou` Ωd = Ω
√
1− ξ2b , Z = (16Ω2 ξ2b + (Ω2 − 4)2)−1 et ou` c1 et c2 sont des variables
de´pendant des conditions initiales. D’apre`s les conditions initiales donne´es a` l’e´quation
(2.11) et le changement de variable (A.1), on doit avoir Φ¯(0) = Φ¯T(0) + Φ¯S(0) = 1/Ω
2 et
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˙¯Φ(0) = 0. Ce qui implique
c1 =
1
Ω2
− (Ω2 − 4)Z et c2 = Ωξb
Ωd
(c1 − 8Z) . (A.5)
Par conse´quent, en utilisant successivement les e´quations (2.13) et (2.14), la fonction
ξ¯ de l’e´quation (2.21), qui est proportionnelle a`
∫ 2π
0
˙¯Φ
2
dτ , s’exprime par
ξ¯(Ω,ξb) =
πΩξb
16
(
4πZ − 8AZe−2πΩξb sin 2πΩd + 8BZ
(
1− e−2πΩξb cos 2πΩd
)
+
A2 + B2
4Ωξb
(
1− e−4πΩξb)
+
A2 −B2
4Ω2
(
Ωξb(e
−4πΩξb cos 4πΩd − 1)− Ωde−4πΩξb sin 4πΩd
)
− A B
2Ω2
(
Ωd(e
−4πΩξb cos 4πΩd − 1)− Ωξbe−4πΩξb sin 4πΩd
))
,
(A.6)
ou` A = −Ωξbc2−Ωdc1, B = Ωdc2−Ωξbc1 et ou` le coefficient π16 vient de la normalisation
choisie pour l’e´nergie E. In fine, ξ¯ ne de´pend que du rapport de fre´quence Ω et du taux
d’amortissement du mode des branches ξb. Cette fonction est trace´e a` la figure 2.4.
Annexe B
Comple´ments au chapitre 3
B.1 Expression de la fonction ξ¯n
Nous de´taillons ici le calcul analytique de la fonction ξ¯n de l’e´quation (3.4). Cette
fonction intervient dans l’expression de l’amortissement effectif pour des petites ampli-
tudes de mouvement du mode`le a` deux degre´s de liberte´ dont le mode des branches est
amorti non-line´airement.
La solution en vitesse de l’e´quation (3.3) est
Φ˙ =
−Ω sin 2τ + 2 sinΩτ
Ω(Ω2 − 4) . (B.1)
En utilisant successivement les e´quations (2.13) et (2.14), la fonction ξ¯n de l’e´quation
(3.4) s’exprime par
ξ¯n(Ω) =
2π2n−1
4n+1
∫ 2π
0
2ΩΦ˙2|Φ˙|n−1dτ , (B.2)
ou` le coefficient 2π2n−1/4n+1 provient de la normalisation choisie pour l’e´nergie initiale
E0. Des exemples nume´riques en fonction de Ω pour n = 2,3,4 sont trace´s a` la figure 2.4.
B.2 Calculs des moments dus au fluide
On de´taille ici les calculs des moments de forces Mθ s’exerc¸ant sur le mode de tronc,
e´quation (3.8), et Mφ sur le mode des branches, e´quation (3.9), dans le cas du mode`le en
106 B. Comple´ments au chapitre 3
interaction avec un fluide au repos.
Nous exprimons pre´alablement les forces locales dues au fluide a` partir des e´quations
ge´ne´rales (3.6) et (3.5). La vitesse locale sur le tronc s’exprime par
V = −θ˙s
∣∣∣∣∣∣∣
cos θ
sin θ
, (B.3)
ou` s repre´sente la distance a` la base du tronc. Le vecteur directeur du tronc est
s1 =
∣∣∣∣∣∣∣
− sin θ
cos θ
. (B.4)
Puisque V .s1 = 0, nous obtenons directement Vn = V d’apre`s l’e´quation (3.6). En utilisant
cette expression dans l’e´quation (3.5), la densite´ line´ique de force de traˆıne´e s’exerc¸ant
localement sur le tronc s’exprime par
f1 =
1
2
ρfCDd1|θ˙|θ˙s2
∣∣∣∣∣∣∣
cos θ
sin θ
. (B.5)
Dans le cas des branches, la vitesse locale s’exprime par
V = −θ˙ℓ1
∣∣∣∣∣∣∣
cos θ
sin θ
− (θ˙ ± φ˙)s
∣∣∣∣∣∣∣
cos
(
θ ± (φb+φ)
)
sin
(
θ ± (φb+φ)
) , (B.6)
ou` ici s repre´sente la distance a` la base de la branche. Le signe ’±’ est ’+’ pour la branche
de droite et ’−’ pour celle de gauche. Le vecteur directeur est
s2± =
∣∣∣∣∣∣∣
− sin(θ ± (φb+φ))
cos
(
θ ± (φb+φ)
) . (B.7)
En remplac¸ant ses deux expressions dans l’e´quation (3.6), nous obtenons la composante
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normale de la vitesse
Vn = −(θ˙S ± φ˙s)
∣∣∣∣∣∣∣
cos
(
θ ± (φb+φ)
)
sin
(
θ ± (φb+φ)
) , (B.8)
ou` S = s + ℓ1 cos(φb+φ). En utilisant cette expression dans l’e´quation (3.5), la densite´
line´ique de force de traˆıne´e s’exerc¸ant localement sur les branches s’exprime par
f2 =
1
2
ρfCDd2|θ˙S ± φ˙s|(θ˙S ± φ˙s)
∣∣∣∣∣∣∣
cos
(
θ ± (φb+φ)
)
sin
(
θ ± (φb+φ)
) . (B.9)
L’inte´gration de ces forces line´iques locales sur la structure projete´es sur le mode de
tronc correspond a` la somme des moments exerce´s a` la base du tronc par chaque segment
et donne
Mθ =
ℓ1∫
0
ss1 ∧ f 1ds+
ℓ2∫
0
(ℓ1s1 + ss2+) ∧ f 2+ds+
ℓ2∫
0
(ℓ1s1 + ss2−) ∧ f 2−ds . (B.10)
La projection sur le mode des branches est la diffe´rence des moments exprime´s a` la base
de chaque branche,
Mφ =
ℓ2∫
0
ss2+ ∧ f 2+ds−
ℓ2∫
0
ss2− ∧ f 2−ds (B.11)
Il suffit de remplacer dans ces deux e´quations les expressions des forces f , e´quations (B.5)
et (B.9), et les vecteurs directeurs s, e´quations (B.4) et (B.7), pour finalement obtenir les
e´quations (3.8) et (3.9).

Annexe C
Comple´ments au chapitre 5
C.1 E´quations du mode`le ramifie´
Nous de´taillons ici le calcul des e´quations du mouvement du mode`le ramifie´. Pour
rendre ces calculs lisibles, nous introduisons la variable ψn de´finissant tous les degre´s de
liberte´ du mode`le ou` nous distinguons l’indice n de l’indice n utilise´ dans le chapitre 5.
Ainsi, nous avons ψ1 = θ pour le tronc et ψn = φn−1 avec n variant de 2 a` N+1 pour les
modes des branches.
Chaque niveau n comporte 2n−1 masses identiques. L’e´nergie cine´tique est donc la
somme de l’e´nergie cine´tique de chaque masse :
Ec =
1
2
m1ℓ
2
1
N+1∑
n=1
µn−1N
2n−1∑
m=1
v2
n,m , (C.1)
ou` vn,m est la vitesse de la m-ie`me masse du niveau n dont l’expression est
v2
n,m =
n∑
i=1
n∑
j=1
λi−1N λ
j−1
N
(
i∑
k=1
(±)n,m,k ψ˙k
)(
j∑
k=1
(±)n,m,k ψ˙k
)
cosVn,m,i,j , (C.2)
ou`
Vn,m,i,j =
i∑
k=1
(±)n,m,k(ψk + φb)−
j∑
k=1
(±)n,m,k(ψk + φb). (C.3)
La fonction (±)n,m,k vaut 1, 0 ou −1 suivant les indices n,m et k. Cette fonction est
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construite a` la manie`re d’une table de ve´rite´, dont le de´but pour n allant de 1 a` 3 est
donne´ au tableau suivant
n m k = 1 k = 2 k = 3
1 1 1 0 0
2 1 1 1 0
2 2 1 −1 0
3 1 1 1 1
3 2 1 1 −1
3 3 1 −1 1
3 4 1 −1 −1
Tableau C.1 – Construction de la fonction (±)n,m,k pour n allant de 1 a` 3.
L’e´nergie potentielle est la somme de l’e´nergie potentielle de chaque niveau :
Ep =
1
2
k1ℓ
2
1
N+1∑
n=1
2n−1 κn−1N ψ
2
n
. (C.4)
Apre`s utilisation des e´quations de Lagrange avec ces e´nergies, e´quations (C.1) et (C.4),
le syste`me d’e´quations sur les N + 1 degre´s de liberte´ s’exprime par
2x−1k1κ
x−1
N ψx +m1ℓ
2
1
N+1∑
n=x
µn−1N
n∑
i=x
λi−1N
n∑
j=1
λj−1N
2n−1∑
m=1
(±)n,m,x
[(
j∑
k=1
(±)n,m,k ψ¨k
)
cosVn,m,i,j
+
(
j∑
k=1
(±)n,m,k ψ˙k
)2
sinVn,m,i,j
]
= 0,
(C.5)
pour x allant de 1 a` N+1.
Pour simplifier le syste`me d’e´quation (C.5), il est possible de montrer nume´riquement
que le terme d’inertie se simplifie par
2n−1∑
m=1
j∑
k=1
(±)n,m,x (±)n,m,k ψ¨k cosVn,m,i,j = ψ¨x
2n−1∑
m=1
cosVn,m,i,j . (C.6)
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Par conse´quent, le syste`me (C.5) devient
Jxψ¨x+2
x−1k1κ
x−1
N ψx=−m1ℓ21
N+1∑
n=x
µn−1N
n∑
i=x
λi−1N
n∑
j=1
λj−1N
2n−1∑
m=1
(±)n,m,x
(
j∑
k=1
(±)n,m,kψ˙k
)2
sinVn,m,i,j ,
(C.7)
pour x allant de 1 a` N+1 et ou` Jx est un terme d’inertie non line´aire donne´ par
Jx = m1ℓ
2
1
N+1∑
n=x
µn−1N
n∑
i=x
λi−1N
n∑
j=x
λj−1N
2n−1∑
m=1
cosVn,m,i,j . (C.8)
Ce terme peut eˆtre de´compose´ en une partie line´aire J linx donne´e par
Jx = m1ℓ
2
1
N+1∑
n=x
µn−1N
n∑
i=x
λi−1N
n∑
j=x
λj−1N
2n−1∑
m=1
cos
(
i∑
k=1
(±)n,m,k φb −
j∑
k=1
(±)n,m,k φb
)
, (C.9)
et une partie purement non line´aire JNLx = Jx − J linx . De plus, en remarquant que
(
j∑
k=1
(±)n,m,k ψ˙k
)2
=
j∑
k=1
ψ˙ 2k + 2
j−1∑
k=1
j∑
q=k+1
(±)n,m,k (±)n,m,q ψ˙k ψ˙q, (C.10)
l’e´quation (C.7) peut encore eˆtre simplifie´e et devient
J linx ψ¨x + 2
x−1k1κ
x−1
N ψx = J
NL
x ψ¨x + ψ˙x
(
N+1∑
k=x+1
hx,k ψ˙k
)
+
x−1∑
k=1
cx,k ψ˙
2
k , (C.11)
pour x allant de 1 a` N+1.
Les termes de gauche du syste`me d’e´quations (C.11) sont purement line´aires et les
termes de droite purement non line´aires. Les coefficients hx,k et cx,k s’expriment respec-
tivement
hx,k = −2m1ℓ21
N∑
n=k
µn−1N
n∑
i=x
λi−1N
n∑
j=k
λj−1N
2n−1∑
m=1
(±)n,m,k sinVn,m,i,j , (C.12)
et cx,k = −m1ℓ21
N∑
n=k
µn−1N
n∑
i=x
λi−1N
n∑
j=k
λj−1N
2n−1∑
m=1
(±)n,m,x sinVn,m,i,j . (C.13)
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Le syste`me (C.11) est adimensionne´ en posant : ω2x = 2
x−1k1κ
x−1
N /J
lin
x la pulsation
du mode propre se rapportant a` ψx ; le temps adimensionne´ τ = ω1t ; et enfin Θ(τ) =
ψ1(t)λN
1/2 pour le mode de tronc et Φn(τ) = ψn+1(t) pour n allant de 1 a` N pour les
modes des branches. Enfin, les coefficients du syste`me d’e´quations (5.13) s’expriment par
Ωn =
ωn+1
ω1
, Cn,p =
cn+1,p
J linn+1
, Hn,p = λN
hn+1,p J
lin
1
J linn+1 J
lin
p+1
, et Λx =
JNLx
J linx
, (C.14)
pour n allant de 1 a` N .
C.2 Calcul a` faibles amplitudes
Nous de´taillons ici le calcul menant a` l’e´quation (5.18) pour des petites amplitudes
initiales du tronc telles que Θ(0) = Θ0 = ε, ou` ε ≪ 1 est un petit parame`tre. C’est une
simple extension de la me´thode utilise´e a` la section 2.4 du chapitre 2.
Les angles Θ et Φn, pour n variant de 1 a` N , sont exprime´s en se´ries de puissance de
ε jusqu’a` l’ordre deux par
Θ(τ) = ε ϑ1(τ) + ε
2 ϑ2(τ), (C.15)
Φn(τ) = ε ϕn,1(τ) + ε
2 ϕn,2(τ). (C.16)
La condition initiale (2.11) implique directement
ϑ1(0) = 1 et ϑ2(0) = ϕn,1(0) = ϕn,2(0) = 0 . (C.17)
En substituant les e´quations (C.15) et (C.16) dans le syste`me dynamique (2.10), et
en utilisant les e´quations (C.17), les termes de premier ordre s’e´quilibrent si
ϑ1 = cos τ et ϕn,1 = 0 . (C.18)
L’e´quilibre au second ordre implique ϑ2 = 0 et
Φ¨n + 2ΩnξbΦ˙n + Ω
2
nΦn = C
lin
n,1Θ
2
0 sin
2τ . (C.19)
Ainsi, le syste`me (5.13) se simplifie en une se´rie d’oscillateurs line´aires de´couple´s entre
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eux et force´s par l’oscillation du mode de tronc. La quantite´ d’e´nergie dissipe´e par un
mode des branches de niveau n est donc
∆En =
8
π2
Γn
∫ 2π
0
2ΩnξbΦ˙
2
ndτ . (C.20)
Par conse´quent, l’amortissement effectif correspondant, de´fini par les e´quations (2.14) et
(2.13), s’exprime par
ξeffn = E0 ΓnC
lin
n,1
2
ξ¯(Ωn,ξb) . (C.21)
L’amortissement effectif total, e´quation (5.18), est alors donne´ par la somme des ces
contributions.
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Abstract
Man-made slender structures are known to be sensitive to high levels of vibration due to their
flexibility which often cause irreversible damage. In nature, trees repeatedly endure large
amplitudes of motion, mostly caused by strong climatic events, yet with minor or no damage
in most cases. A new damping mechanism inspired by the architecture of trees is identified
here and characterized in the simplest tree-like structure, a Y-shaped branched structure.
Through analytical and numerical analyses of a simple two-degree-of-freedom model,
branching is shown to be the key ingredient in this protective mechanism that we call
damping-by-branching. It originates in the geometrical nonlinearities so that it is specifically
efficient to damp out large amplitudes of motion. A more realistic model, using flexible beam
approximation, shows that the mechanism is robust. Finally, two bioinspired architectures are
analyzed, showing significant levels of damping achieved via branching with typically 30% of
the energy being dissipated in one oscillation. This concept of damping-by-branching is of
simple practical use in the design of very slender and flexible structures subjected to extreme
dynamical loadings.
1. Introduction
Vibrations in man-made structures are a central problem
in mechanical engineering (Den Hartog 2007). They may
result from external excitations such as wind, impacts or
earthquakes, or from internal excitations, such as a flow or
moving parts. Their consequences are numerous in terms
of functionality losses due to wear, fatigue or noise, to cite
a few. We distinguish here between low and high levels
of vibration. The former, where displacements are small
in comparison with the characteristic size of the structure,
may induce some of the long-term above-cited consequences.
The latter generally cause short-term failures and irreversible
damage to the structure by fracture or plastic deformation
(Collins 1993). These large amplitudes of vibration may be
particularly expected in slender structures, or assemblages of
them, due to their high flexibility.
In the most general framework of vibration analysis,
the amplitude of motion results, on one hand, from the
characteristics of the loading, and on the other hand, from
the characteristics of the structure in terms of inertia, stiffness
and damping (Humar 2002). Damping here refers to the
capability of the structure to dissipate mechanical energy,
whatever the physical mechanism involved (viscoelasticity,
friction or interaction with a fluid). A high level of damping
in a structure is a standard way to reduce amplitudes of
motion. This is generally achieved with passive techniques,
such as the classical addition of dampers (Krenk 2000), tuned
mass-damper systems (Den Hartog 2007, p 119) or with
active or semi-active means such as piezoelectric materials,
magnetorheological fluids, shape memory alloys or even
simple hydraulic actuators in feedback or feedforward systems
(Preumont 2002). All these approaches have limits in terms
of cost or maintenance but more particularly in terms of their
range of acceptable deformations or displacements since they
are not specifically designed to damp out large-amplitude
vibrations. Efficient and specific damping for extreme
dynamical loadings are of particular interest for slender and
flexible structures such as antennas which may encounter
large flow-induced amplitudes of vibration during such events
(Paı¨doussis et al 2011).
Nature may give insights into highly efficient mechanical
solutions in vibration problems, for instance, in shock-
absorbing devices (Yoon and Park 2011). Interestingly, slender
1748-3182/11/046010+11$33.00 1 © 2011 IOP Publishing Ltd Printed in the UK
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Figure 1. Branched geometries. (a) The walnut tree architecture analyzed by Rodriguez et al (2008). (b) and (c) Our Y-shaped spring-mass
model of an elementary branched tree-like structure.
structures are ubiquitous in nature, particularly in plants.
Most of these plants are regularly subjected to natural flow
excitations by wind or current causing vibrations (de Langre
2008). Although these vibrations contribute to some biological
functions such as in seed or pollen dispersion, extreme events
such as storms may cause dangerous large amplitudes of
motion (Niklas 1992). Therefore, in areas where intense
flows are common, plants are likely to possess efficient and
specific strategies to damp out vibrations of large, potentially
dangerous, amplitudes.
From a biomimetic point of view, the dynamical behavior
of trees, which has been extensively studied, is certainly a
possible source of inspiration. Scannell (1984) hinted that
trees might possess a ‘qualitative mechanical design principle
[...] beneficial to the tree’s survivability in conditions of strong
atmospheric turbulence’. Niklas (1992, p 183) noted that
‘experiments indicate that branching [...] dampens natural
frequencies of vibration’. At this point it is necessary to clarify
what is generally agreed to cause damping in trees. Firstly,
the constitutive material, wood, is known to have inherent
viscoelastic behavior causing dissipation, this itself has been
the source of bioinspired material (Spatz et al 2004). Secondly,
the aeroelastic interaction with the surrounding air causes
forces in the opposite direction to the local velocity in the tree,
thereby causing a strongly amplitude-dependent dissipation
(Blevins 1990). Finally, when considering the overall motion
of the tree by bending of the trunk, another mechanism is
often described as ‘structural damping’ (Bru¨chert et al 2003,
Speck and Spatz 2004, James et al 2006, Moore and Maguire
2008). This third mechanism refers to the possible transfer
of mechanical energy from the trunk to the branches, where
it will be eventually dissipated by the two aforementioned
aeroelastic and viscoelastic damping mechanisms (Sellier and
Fourcaud 2009). But still it is not clear if this energy transfer
mechanism is amplitude-dependent or not. By modeling the
tree branches as coupled tuned-mass-damper systems, Spatz
et al (2006) have shown that the frequency tuning of the
branches with the trunk plays a key role in this energy transfer
mechanism in trees. This model shows, by definition, a
purely linear energy transfer mechanism between parts of the
whole structure so that it is not amplitude-dependent. More
recently, Rodriguez et al (2008) analyzed the architecture
of an actual walnut tree using finite element models,
figure 1(a), and have shown that the modal frequencies are
close and that the modal shapes are strongly localized in the
architecture. The former characteristic is classically favorable
to nonlinear modal energy exchanges in dynamical structures
and associated with the latter would be consistent with an
amplitude-dependent energy transfers from the trunk to the
branches.
In order to develop strategies for bioinspired designs
of slender structures including an efficient damping effect
specific to large amplitudes, it is crucial to clarify the nonlinear
mechanism involved in the energy transfer that many authors
invoke. The aim of this paper is therefore to identify and
characterize the elementary mechanism causing nonlinear
modal energy transfer and damping in a branched structure
specifically in the case of large-amplitude motions.
For this purpose, we first consider the simplest model
of a branched dynamical system in section 2, a spring-mass
model of a Y-shape. Section 3 shows, using a beam-finite-
element model, that the main results of the previous section
are also valid for a more realistic continuous structure of a
Y-shape. Based on these results, two illustrative designs of
bioinspired slender structures exhibiting efficient damping-
by-branching are proposed in section 4. The generality and
possible extensions of our approach are discussed in section 5.
2. Lumped-parameter model of a Y-shape
In order to reduce the dynamics of a branched structure to
its simplest possible features, we treat the case of a spring-
mass model of a Y-shape consisting of a trunk and two
branches. Since we are interested in the branching effect,
viscous damping is introduced in the branches only. The
equations of motion are written with dimensionless variables
and the dynamics is studied with an emphasis on the damping
of the whole structure.
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2.1. Model
The model consists of three massless rigid bars linked by
rotational springs and supporting three masses, figure 1(b).
The first bar, mimicking a trunk of length l1, is linked to the
ground by a rotational spring k1 and supports a mass m1. The
branches are two symmetrical bars of length l2, each forming
an angle φb with respect to the trunk axis. Each branch is
linked to the tip of the trunk by a rotational spring k2, and
supports a mass m2. The motion of the trunk is defined by the
angle θ , and we consider only the symmetrical motion of the
branches defined by the angle φ, figure 1(c). Note that this
restriction is made in order to simplify the following dynamical
analysis of a two-degrees-of-freedom model. It has a small
impact on the results described in this section compared to a
full three-degrees-of-freedom model where each branch has
an independent angle of motion. Moreover, this choice will
be validated in the following sections for much more complex
models which have no such restrictions. The kinetic energy is
the sum of the kinetic energy of each mass:
T = 12
[(
m1l1
2 + 2m2
(
l1
2 + 2l1l2 cos(φb + φ) + l22
))
˙θ2
+ 2m2l22 ˙φ2
]
. (1)
The potential energy is the sum of the potential energy of each
spring,
V = 12 (k1θ2 + 2k2φ2). (2)
The equations of motion are derived using T and V in the
classical framework of Lagrangian dynamics (Humar 2002).
They read
Jθ ¨θ + k1θ = 4m2l1l2[ ˙θ ˙φ sin(φb + φ)− ¨θJφ(φ)],
2m2l22 ¨φ + 2k2φ = −2m2l1l2 ˙θ2 sin(φb + φ), (3)
where
Jθ = m1l12 + 2m2
(
l1
2 + 2l1l2 cosφb + l22
)
, (4)
and
Jφ(φ) = cos(φb + φ)− cosφb.
The left-hand side of this system of equations represents two
simple linear harmonic oscillators. Denoting the generalized
displacement vector [θ, φ], the two corresponding normal
modes of the system are directly [1, 0] and [0, 1] since there is
no linear coupling between θ and φ. The two modal angular
frequencies are respectively
ω1
2 = k1
Jθ
and ω22 =
2k2
2m2l22
. (5)
The first mode consists of motion involving θ only, and the
second mode involving φ only. Therefore, in the following,
they are referred to as the trunk mode and the branch mode,
respectively. These two modes are coupled by the nonlinear
terms of the right-hand side of (3), representing the geometric
nonlinearities.
A dimensional analysis reveals the existence of four
dimensionless parameters describing the dynamics of the
model. We choose the dimensionless time τ = ω1t , the
branching angle φb, the ratio of angular frequencies  =
ω2/ω1, and the ratio Ŵ between the inertial terms of the branch
mode and the trunk mode, multiplied by the length ratio l1/l2:
Ŵ = 2m2l2
2
Jθ
l1
l2
= 2m2l1l2
Jθ
. (6)
The dynamics is described by the variables(τ) = θ(t)√l1/l2
and 	(τ) = φ(t). As mentioned earlier, we introduce energy
dissipation in the form of a viscous damping rate ξb in the
branch mode only. The dimensionless equations of motion are
¨ +  = 2Ŵ[ ˙ ˙	 sin(φb + 	)− ¨Jφ(φ)],
¨	 + 2ξb ˙	 + 2	 = − ˙2 sin(φb + 	). (7)
The dimensionless total mechanical energy is
E(τ) = 12 [(2ŴJφ(φ) + 1) ˙2 + 2 + Ŵ( ˙	2 + 2	2)]. (8)
Since the two modes are coupled by nonlinear terms, energy
can be exchanged between them. In this case, the dissipation
in the branch mode may damp the energy received from the
trunk mode, resulting in an effective damping of the whole
structure.
2.2. Damping criterion
In the following, we examine the free vibrations following an
initial condition
[(0), ˙(0),	(0), ˙	(0)] = [0, 0, 0, 0], (9)
such that the energy is located in the undamped trunk mode
only. This will allow us to easily demonstrate damping by
nonlinear modal energy transfer, if any, since in a purely linear
framework, energy would remain in the undamped trunk mode
with no way of being dissipated. The amplitude of the initial
condition, 0, determines the initial energy E(0) = E0, using
(8). For the sake of clarity, the energy E is normalized so that
the initial energy E0 is 1 when 0 = π/2 corresponding to a
horizontal trunk initial condition. Note that ground interaction
is neglected here.
During free oscillations, a part of the energy transferred
from the trunk mode to the branch mode is dissipated. The
total energy decay over the first period of the trunk mode is
E = E0 − E(2π) so that the effective damping rate of the
whole structure can be defined as
ξeff =
1
4π
E
E0
. (10)
The effective damping rate, ξeff , is commonly related to the
quality factor Q by Q = 1/(2ξeff). Note that ξeff represents
the dissipation of the whole structure and not that of the trunk
mode. In fact, studying exclusively the trunk mode damping
is not appropriate since energy transfer can be reciprocal from
the branch mode to the trunk mode as well, as will be seen
in figure 3. The total energy decay E is given by the work
of the damping term of the branch mode equation over one
period of the trunk mode:
E = 8
π2
Ŵ
∫ 2π
0
2ξb ˙	2 dτ. (11)
Here, the coefficient 8/π2 comes from the normalization
chosen for E. We analyze now the effect of the initial energy
E0 and the design parameters φb, ξb,  and Ŵ on the effective
damping, ξeff .
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2.3. Energy transfer by internal resonance
We first consider a low initial energy level so that 0 = ε,
where ε ≪ 1 is a small parameter. The harmonic balance
method (Nayfeh et al 1979) is used with the angles  and 	
developed as the power series of ε:
(τ) = ε1(τ ) + ε22(τ ) + · · · , (12)
	(τ) = ε	1(τ ) + ε2	2(τ ) + · · · . (13)
The initial condition (9) requires that
1(0) = 1 and 2(0) = 	1(0) = 	2(0) = 0. (14)
Substituting (12) and (13) in the dynamical equations (7), and
using (14), the first-order terms are
1 = cos τ and 	1 = 0. (15)
The second-order terms satisfy respectively
2 = 0 and ¨	2 + 2ξb ˙	2 + 2	2 = − ˙12 sinφb.
(16)
Therefore, for small angles, (7) reduces to
¨	 + 2ξb ˙	 + 2	 = −20 sinφb
(1− cos 2τ)
2
. (17)
This is the equation of a simple harmonic damped oscillator,
driven by a harmonic force, that can be analytically solved
(Humar 2002). A resonance exists at  = 2; since 
is the frequency ratio of the two modes, this is classically
referred to as a 1:2 internal resonance (Nayfeh et al 1979).
In the following, we will discuss the influence of  near
this particular value. A general result for a forced damped
oscillator is that the amplitude of motion is proportional to the
amplitude of the driving force. As can be seen in (17), the
amplitude of the driving force is proportional to 20 sinφb, and
therefore to E0 sinφb. The effective damping ξeff , defined by
(10) and (11), can therefore be simply expressed as
ξeff = E0Ŵ sin2 φb ¯ξ(ξb,). (18)
Remarkably, (18) shows that ξeff increases linearly with the
initial energy E0: such a nonlinear damping proportional to the
energy is typical of an oscillator following the generic equation
¨+κ ˙3 + = 0 (Nayfeh et al 1979). Besides, (18) shows that
ξeff is proportional to sin2 φb so that the effective damping is
maximal for a branching angle φb = π/2, corresponding to a
T-shaped structure. Conversely, for a non-branched structure,
where φb = 0 or π , the effective damping is zero. The
effective damping is also proportional to the relative modal
mass ratio Ŵ. The dependence of ξeff on  and ξb is shown in
figure 2 as a contour map of the normalized effective damping
¯ξ , computed using mathematical symbolic software to solve
(17) for 	, and then using successively (11), (10) and (18)
for ¯ξ .
As expected, we observe in figure 2 that there is no
effective damping for ξb = 0 since mechanical energy cannot
be dissipated in the structure. Interestingly, for any arbitrary
small value of ξb, the effective damping is finite. In a purely
linear framework, the effective damping would be zero for
0.2
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Figure 2. Normalized effective damping ¯ξ , (18), brought about by
branching, as a function of the branch mode damping ξb, and the
branch/trunk modal frequency ratio . High damping is found near
the 1:2 internal resonance, i.e. at  = 2.
any value of ξb, since the total energy would be confined to
the trunk mode, without any possible transfer to the branch
mode where dissipation occurs. In other words, the effective
damping is due to the geometric nonlinearities.
We observe that a significant level of damping is present
over a wide range of parameter values. The effective damping
shows a maximum for branch damping near 0.2 and frequency
ratio near 2. Accordingly, the values φb = π/2, ξb = 0.2,
 = 2 andŴ = 0.2 will be used as a reference in the remainder
of this paper.
2.4. Effects of the design parameters
In order to obtain the full dynamics and the corresponding
effective damping at any energy level with an emphasis on the
effects of the design parameters φb, ξb, andŴ, the dynamical
system (7) is now solved numerically by means of a fourth-
order explicit Runge–Kutta temporal scheme.
As a typical example, figure 3 shows, for an initial energy
level E0 = 1, the evolution of the total energy E and of the
modal energies
E =
4
π2
( ˙2 + 2) and E	 =
4
π2
Ŵ( ˙	2 + 2	2). (19)
Note that the total energy E, (8), is the sum of E, E	 and
a nonlinear energy term. The energy exchange between the
two modes is clearly shown. Since energy is dissipated in the
branch mode, the total energy decays at an effective damping
rate ξeff . Figure 4 shows the E0-dependence of this effective
damping ξeff , in comparison with the analytical prediction of
the previous section. As expected, the analytical approach
corresponds to the limit of the numerical solution as E0 tends
to zero. As E0 increases, the analytical approach increasingly
overestimates the numerical effective damping. However, the
ratio ξeff/E0—constant in the analytical approach—remains
finite: this constitutes the essential effect of branching on
damping.
The influences of the design parameters φb, ξb,  and
Ŵ on the effective damping, scaled by the initial energy,
4
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Figure 3. Typical evolution of the total energy, E (——), and modal
energies, E (- - - -) and E	 (· · · · · ·), with the respective evolution
of the trunk angle,  (- - - -), and branch angle, 	 (· · · · · ·), of the
spring–mass model of a Y-shape, as a function of time over three
periods of the trunk mode. The initial energy is E0 = 1, i.e
0 = π/2, in the trunk mode only. The total energy decreases as a
consequence of the energy nonlinearly transferred to the damped
branch mode. The design parameters are set to φb = π/2, ξb = 0.2,
 = 2 and Ŵ = 0.2.
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Figure 4. Effect of the initial energy level, E0, on the effective
damping, ξeff , of the spring–mass model of a Y-shape: (- - - -)
analytical effective damping from the low energy approximation,
(18); (——) numerical effective damping from the full dynamics
integration of (7). The design parameters are set to the same values
as in figure 3.
ξeff/E0, are represented in figures 5(a)–(d) for three initial
energy levels. As expected, the analytical and numerical
approaches yield identical results for low energy levels and
therefore are represented by the same curve for E0 = 0.01.
Consistently with figure 4, we observe that the analytical
approach overestimates the numerical effective damping as
E0 increases. In figure 5(a), at low energy levels, the
effective damping is proportional to sin2 φb as predicted by
the analytical approach (18). The optimal branching angle
φb shifts from π/2 to slightly higher values when the initial
energy level increases. Therefore, in order to obtain an
optimum effective damping at any energy, a good compromise
would be to set the branching angle φb between π/2
and 2π/3.
Not surprisingly, figure 5(b) shows an optimal branch
mode damping ratio value at about 0.2. In fact, ξb = 0
obviously results in no effective damping since the energy
cannot be dissipated anywhere in the undamped structure. In
the other limit of high branch damping, the branch mode
is critically damped so that the branches are locked with
the trunk, resulting in a low nonlinear energy transfer and
consequently a low effective damping mechanism. This
classical behavior can be seen for other types of structure
such as for taut cables (Krenk 2000). Figure 5(b) shows that
significant effective damping is created by a large range of
branch mode damping, ξb, as was also found in the low-energy
analytical approach. Analogously, the typical shape of the
-dependence at low energy is also conserved when the energy
increases, figure 5(c), with an optimal value of  ≈ 1.8 and a
large range of frequency ratio leading to a significant effective
damping ξeff > 3%. Finally, the simple Ŵ-dependence on the
effective damping is shown in figure 5(d). The modal mass
ratio Ŵ has to be maximal in order to get the highest possible
effective damping. For a high energy level, we observe that
the effective damping ξeff is almost constant for Ŵ between 0.2
and 0.4.
3. Finite-element model of a Y-shape
The damping-by-branching mechanism described in the
preceding section is now analyzed in the case of a more
realistic continuous beam structure of a Y-shape. The same
approach is used to demonstrate the effective damping: initial
energy in the trunk, dissipation in the branches and effective
damping evaluated by the total energy loss over one period
of the trunk mode. Note that this model incorporates several
differences from the previous one: a very large number of
modes, symmetric and non-symmetric modes, non-localized
mass and stiffness.
3.1. Model
The model consists of three assembled beams, figure 6(a).
Each beam has a uniform circular cross-section and is made
of a linearly elastic, isotropic and homogeneous material. The
trunk, of length l1 and diameter d1, is clamped at the base.
Two symmetrical branches, each of length l2 and diameter
d2, are clamped at the tip of the trunk so that they each form
an angle φb with the trunk direction. As in section 2, we
analyze the free vibrations of the structure. To solve the
equations of motion, numerical finite-element computations
are performed using the CASTEM v.3M software (Verpeaux
et al 1988). The finite-element model consists of Euler–
Bernoulli beam elements, the trunk and each branch being
described by ten mesh-elements. This refinement was found
sufficient to describe the full dynamics of the system according
to a convergence test. In order to take into account large
amplitudes of motion, since we are interested in geometric
nonlinearities, an incremental step-by-step procedure is used in
5
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Figure 5. Effects of the design parameters on the effective damping scaled by the initial energy, ξeff/E0, of the spring–mass model of a
Y-shape: E0 = 0.01 (——); E0 = 0.1 (- - - -); and E0 = 1 (· · · · · ·). Unless varied, the design parameter values are φb = π/2, ξb = 0.2,
 = 2 and Ŵ = 0.2. (a) Effect of the branching angle φb. (b) Effect of the branch mode damping ξb. (c) Effect of the branch/trunk modal
frequency ratio . (d) Effect of the branch/trunk modal mass ratio Ŵ.
φbφb
(a)
λ F
(b) (c) (d)
Figure 6. The continuous model of a Y-shape. (a) Geometry. (b) Static initial condition. (c) Trunk mode. (d) Damped branch mode.
the CASTEM v.3M software. This procedure uses an implicit
Newmark scheme. All stiffnesses are updated at each step,
including the elastic stiffness and the geometrical stiffness
related to internal stress.
The first two modal shapes are given by modal analysis
and are shown in figures 6(c) and (d). The branch mode,
figure 6(d), involves only bending of the branches as for the
lumped parameter model of section 2, but the trunk mode,
figure 6(c), involves mainly trunk bending, with a small
amount of bending of the branches. Still, we will refer to
this mode as the trunk mode for the sake of clarity and for
comparison with the model of the previous section.
6
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By analogy with (9), the initial condition is an initial
deformation resulting from a horizontal static pull on the tip
of the trunk, figure 6(b). The resulting initial energy E0 is
normalized so that it is equal to 1 when the deflection of
the trunk is equal to its length such that λ = l1. This initial
condition corresponds to a distribution of the total deformation
energy as follows: 94.3% in the trunk mode, 0% in the
branch mode and 5.7% in all other modes. By analogy with
section 2, two dimensionless parameters are chosen: the
frequency ratio  = ω2/ω1 and a mass ratio Ŵ =
(l1m2)/(l2m1), whereω1,ω2, and m1, m2 are the modal angular
frequencies and the modal masses of the trunk mode and
branch mode, respectively. Energy dissipation is introduced
artificially on the branch mode only. To do so, a damping
matrix [C] is derived from the mass matrix [M] of the finite-
element model, from the branch mode modal shape vector
denoted ψb and with the aimed branch mode damping ratio
denoted ξb as follows:
[C] = 2ξbω2
m2
([M]ψb)⊗ ([M]ψb), (20)
where⊗ denotes the tensor product. Note that this form of the
damping matrix is not related to a particular physical choice of
Rayleigh damping but is built ad hoc to evidence the specific
role of branch mode damping in the model energy transfer.
The resulting effective damping mechanism is studied
with the same definition of the effective damping rate, ξeff ,
as in section 2.2, and for the same reference values of the
design parameters φb = π/2, ξb = 0.2,  = 2 and Ŵ = 0.2.
3.2. Results
The simulated dynamics of the continuous Y-shape yields a
similar time evolution of the total energy to that of the lumped
parameter model, figure 3. The corresponding effective
damping rate is plotted in figure 7 as a function of the
normalized initial energy E0. As in figure 4, the effective
damping rate increases with the initial energy level, quasi-
linearly at first, reaching several percent for high levels of
initial energy. This is a first indication of the robustness
of the effect of branching on damping in a more realistic
structure.
As in section 2, the effects of the design parameters
φb, ξb,  and Ŵ on the effective damping scaled by the
initial energy, ξeff/E0, are represented in figures 8(a)–(d) for
three initial energy levels. Some differences appear for the
continuous model as expected. First, the branching effect on
the effective damping is clearly maximal for larger branching
angles, φb ≈ 2π/3, rather than π/2, figure 8(a). Second, the
effective damping stabilizes or even slightly increases with the
branch mode damping ξb, figure 8(b), instead of decreasing
after ξb ≈ 0.2. Third, the effective damping is higher at
a modal frequency ratio  = 3 than  = 2, figure 8(c),
suggesting a richer pattern of internal resonances. Singularly,
we observe that the effective damping vanishes here for = 1.
This is explained by the fact that, as Ŵ is kept constant,  = 1
represents a physical limit where the length of the branches
compared to the trunk tends toward 0. Finally, the effective
E0
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Figure 7. Effect of the initial energy level, E0, on the effective
damping, ξeff , of the continuous model of a Y-shape. The design
parameters are set to φb = π/2, ξb = 0.2,  = 2 and Ŵ = 0.2.
damping increases with the modal mass ratio Ŵ but in a more
complex way, figure 8(d).
To further characterize the dynamics of the system, we
consider now its response to a harmonic loading. From the
rest position, the structure is forced with an oscillating torque
of frequency f and amplitude M0 near the base of the trunk
at one-tenth of the height of the trunk. The steady state
oscillation amplitude, λ, is shown in figure 9, relative to the
static response λstatic. Because of the damping-by-branching
nonlinear mechanism, the resonance peaks at f = 1 and
f = 2 are damped though there is no damping in the trunk
mode. One can also estimate an effective damping ratio ξeff ,
considering that the amplitude at the resonance peak divided
by the static response is proportional to 1/(2ξeff). One obtains
ξeff ≈ 5% for the first peak resonance, where the level of
energy E associated with the amplitude λ is about 0.9. This
value of effective damping is consistent with the case of the
previous pull-and-release loading in this range of energy, see
figure 7.
In conclusion, it appears that the main features of the
damping-by-branching mechanism are still present in this
more realistic Y-shaped structure.
4. Two bioinspired branched structures
Based on the results of sections 2 and 3, two bioinspired
branched structures are considered, figure 10. These two
bioinspired structures have the same trunk of length l1 and
diameter d1 as the model of section 3, so that the initial
condition is the same, with an initial bending energy in the
trunk only, as in figure 6(b), and with the same definition of
the initial energy E0.
The first bioinspired structure, shown in figure 10(a), is a
two-generation T-shaped structure designed so that φb = π/2
at each branching. The ratios of branch length and diameter
are respectively the same between orders of branching, i.e.
l2/l1 = l3/l2 and d2/d1 = d3/d2. They are chosen so that the
7
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Figure 8. Effects of the design parameters on the effective damping scaled by the initial energy, ξeff/E0, of the continuous model of a
Y-shape: E0 = 0.01 (——); E0 = 0.1 (- - - -); and E0 = 1 (· · · · · ·). Unless varied, the design parameter values are φb = π/2, ξb = 0.2,
 = 2 and Ŵ = 0.2. (a) Effect of the branching angle φb. (b) Effect of the branch mode damping ξb. (c) Effect of the branch/trunk modal
frequencies ratio . (d) Effect of the branch/trunk modal mass ratio Ŵ.
modal frequency ratio between the trunk mode, figure 10(b),
and the last-order branch mode, figure 10(c), is 1:2 and so that
the modal mass ratio is 0.2. With the same procedure as in the
previous section, (20), a damping rate of 0.2 is introduced in
this last-order branch mode only.
The second bioinspired structure, shown in figure 10(d),
consists of a double Y-shaped pattern with an added level
of branching at 3/4 of the height of the trunk. Both levels of
branching have a branching angle φb = 2π/3 and are designed
so that the modal frequency ratio between the trunk mode,
figure 10(e), and the large branch mode, figure 10(f ), is 2,
and the modal frequency ratio between the trunk mode and
the small branch mode, figure 10(g), is 3. A damping of 0.2
is introduced in the two branch modes only. The resulting
effective damping is studied with the same damping criterion
as in section 2.2 and is plotted in figure 11 as a function of
the normalized initial energy. In both structures, the effective
damping reaches several per cent (≈3%) for high levels of
initial energy, roughly corresponding to a third of the initial
energy being dissipated after one period of the first mode.
These results on two different bioinspired branched structures
show that the damping-by-branching mechanism seems to be
robust regarding the branching scheme.
5. Discussion and conclusion
At this stage, one may consider the results of the preceding
sections in relation to the proposed aim of the paper: to identify
and characterize the elementary mechanism that causes
nonlinear modal energy transfer and amplitude-dependent
damping in branched structures. In section 2, we have shown
that branching is the key ingredient needed to obtain the modal
energy transfer and the resulting effective damping that several
authors had suspected. Sections 3 and 4 confirm that the
essential features of this damping-by-branching are present
even in more complicated branched models.
Clearly, the mechanism found here is complementary
to the tuned-mass damper mechanism described by Spatz
et al (2007) in trees. The present damping-by-branching
8
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Figure 9. Scaled steady-state displacement of the continuous model
of a Y-shape in response to an oscillating torque of frequency f
near the base of the trunk. Reference values of the design
parameters are used, φb = π/2, ξb = 0.2,  = 2 and Ŵ = 0.2.
mechanism consists of two essential characteristics: (i) it is not
associated with the condition of identical modal frequencies of
the trunk mode and of the branch mode; (ii) since it originates
in geometrical effects, the larger the amplitude of motion, the
higher the effective damping. As this mechanism is specific
to damp out large-amplitude motions, it can be useful only
in very slender and flexible structures where the limit elastic
stress is reached only during extreme dynamical events. In
this type of structure, we have shown that this damping-by-
branching can be achieved with some requirements on the
design parameters: a modal frequency ratio between the trunk
(a) (b) (c)
(d) (e) (f) (g)
Figure 10. Two bioinspired branched structures. (a) A two-order ramified T-shaped structure, and its modes of interest: (b) trunk mode, (c)
damped branch mode. (d) A double-branched Y-shaped structure, and its modes of interest: (e) trunk mode, (f ) damped large branch mode,
(g) damped small branch mode.
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Figure 11. Effect of the initial energy level, E0, on the effective
damping, ξeff , of the two bioinspired structures. (•) Ramified
T-shaped structure; () double-branched Y-shaped structure.
mode and the branch mode near 1:2, a branch damping ratio
about 0.2, and the highest possible modal mass ratio. All these
results suggest that modal energy transfer and the resulting
damping-by-branching are robust effects at large amplitudes
of motion.
Before generalizing our results, discussion is needed of
some of the assumptions made to derive them. Firstly, the
analyses pertaining to the effective damping have been made
on the dynamical responses to pull-and-release initial loading
or to a harmonic excitation of the trunk. This choice was made
so that only the nonlinear geometrical effects could cause the
effective damping of the structure. If other classical types of
loading were considered such as an initial impulse, or a random
forcing (Humar 2002), energy would have been given to all
the modes of the branched structure. Although this would
make the global energy balance more complex to analyze, the
9
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nonlinear geometric terms responsible for the modal energy
transfer (7) would still be present but the resulting effective
damping would not be simply quantified. Secondly, we have
always considered perfectly symmetric and plane structures.
If asymmetry between the branches is introduced in the model
of section 2, a linear coupling is introduced between the trunk
and branch angles of motion so that the energy balance analysis
becomes more complex. By some aspects, such a change is
expected to bring similar effects as when introducing higher
modes, as was done in sections 3 and 4: the mechanism is
qualitatively the same. Similarly, if three-dimensional effects
are introduced, such as torsion or multiple 3D branching as
in real trees, a much larger number of degrees of freedom
is needed in order to describe the dynamics of the structure.
However, the results of sections 3 and 4 show that complicating
the modal content of the model does not impact the existence
of the modal transfer mechanism and the resulting effective
damping. Moreover, Rodriguez et al (2008) showed that there
exist no significant differences between the dynamics of an
actual tree architecture and that of an idealized one.
Finally, an important requirement of this damping-by-
branching mechanism is the damping of the branch mode. We
have shown that the optimal damping ratio for this mode is
approximately ξb = 20%. Under this condition, for a general
structure of mass m, stiffness k, the physical damping denoted
c scales as ξb
√
mk. In other words, such a damping ratio
cannot be expected for heavy structures. However, for light
structures, physical phenomena such as drag-induced damping
for a slender structure vibrating in a cross flow often reach this
order of magnitude for the damping ratio, see Blevins (1990).
More generally, the question of how branched systems move
in a fluid environment is important in practice. In fact, our
analysis on damping originated in the dynamics of trees under
wind-loading (Spatz et al 2007). In the interaction between
a branched structure and flow, several distinct effects may be
expected (Blevins 1990, Paı¨doussis et al 2011). Firstly, even
in the absence of flow, just the presence of a fluid around
the structure causes damping. This damping is present in
all modes, is amplitude-dependent, and introduces nonlinear
coupling between modes. Flow-induced damping may also
appear in addition. These effects may be gathered under the
generic term of aeroelastic or hydroelastic damping. Secondly,
added mass and added stiffness effects appear and may alter the
essential dynamical characteristics of the branched structure,
such as frequencies and modal shapes. These effects are more
pronounced in water. Finally, flow may cause a large variety
of loadings through mechanisms such as turbulence excitation
or wake interactions. From this list, it appears that all the
key parameters involved in the mechanism of damping-by-
branching are affected by a fluid environment: modal damping,
frequencies, modal shapes and external excitations. In our
models, only artificial loadings and modal damping have been
investigated so that a systematic analysis of these effects is
clearly needed on the basis of the simple framework presented
in this paper.
In the design of a slender, flexible and light structure
that may encounter extreme dynamical loadings, a simple rule
to follow is to introduce branching and a significant damping
ratio between branches. Secondary rules, aiming at optimizing
the efficiency of this damping mechanism, are to set the ratio
between the modal frequency of the branch mode and the
trunk mode near 1:2 and the modal mass ratio as high as
possible. Although a design rule based on the ratio of modal
frequencies and masses is not common, it should be noted
that the requirements are not strict, as we have shown in
sections 2 and 3 that damping-by-branching is robust and is
significant for a wide range of modal frequency and mass
ratios. The 1:2 rule is only indicative, as it is related to
the original internal resonance condition between the branch
and trunk modes. At this point, the concept of damping-by-
branching has only been demonstrated to exist theoretically
and numerically. Although it has been inspired by the
observation of natural systems, it evidently needs to be
explored experimentally on man-made structures.
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